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Resumen

En este tema tratamos la representacién en el dominio de la frecuencia de senales y sistemas
discretos utilizando la representaciéon de Fourier. Estudiamos la representacién de senales no perié-
dicas y la respuesta de sistemas LTI a este tipo de seniales, mediante la Transformada de Fourier en
tiempo discreto.
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1. Introduccion:

En este capitulo trataremos la representacion en frecuencia de senales y sistemas discretos utili-
zando la representacion de Fourier dada por la serie de Fourier discreta y la Transformada de Fourier
en tiempo discreto (ver tabla). Utilizaremos lo aprendido al tratar la representacién en frecuencia
de senales y sistemas continuos; como veremos si bien existen numerosas similitudes entre el caso
discreto y continuo, también existen importantes diferencias.



Tipo de seinal Periédica No periédica
Transformada de Fourier
continua Serie de Fourier en tiempo continuo

Serie de Fourier = Transformada de Fourier
discreta en tiempo discreto en tiempo discreto

De manera analoga al caso continuo, las sefiales exponenciales discretas del tipo e/“™ son la base
de la representacién en frecuencia de senales y sistemas discretos, ya que casi todas las senales de
interés pueden representarse como una combinacién lineal de este tipo de senales. Ademas la forma
particular que posee la respuesta de los sistemas LTI discretos a sefiales exponenciales complejas
permite que podamos obtener la respuesta del sistema de manera simple, utilizando la representacion
del sistema en el dominio de la frecuencia.

Recordemos que la sefial exponencial discreta del tipo z[n] = eJ“" es un caso particular de la
sefial exponencial discreta més general z[n] = 2™ (donde z es un complejo), con |z| = 1. Utiliza-
remos la forma general z” al tratar la representacién de senales y sistemas discretos mediante la
transformada Z.

2. La serie de Fourier para senales discretas

Recordemos que una sefial discreta z[n] es periédica si existe un entero positivo IV para el cual
se cumple que z[n] = x[n + N], relacién vélida para todo n. Definimos el periodo como el menor
valor de N para el cual se cumple la igualdad.

Recordemos dos importantes diferencias entre las exponenciales complejas discretas e“™ y
continuas e/**:

w Para que la senal exponencial compleja discreta sea periddica debe cumplirse que

si la fraccion m/ N es irreducible, N es el periodo de la senal. Ya que en el desarrollo de
Fourier de senales utilizaremos senales exponenciales discretas peridédicas, escribiremos
esta senal como:

m[n] — ej 2n/Nn
De esta forma, aseguramos que la exponencial discreta es periddica, de frecuencia
2w/ N y periodo N.

w Definimos el conjunto de secuencias arménicamente relacionadas como

or[n] = RN | e < N >

es decir las frecuencias de las senales del conjunto son multiplos de la frecuencia fun-
damental del conjunto, w = 27/ N. Una importante distincién entre el caso discreto y
el continuo, es que en el caso continuo existen infinitas senales dentro de un conjunto
de senales arménicamente relacionadas, mientras que en el caso discreto solo existen
N senales distintas dentro del conjunto de sefiales arménicamente relacionadas. Esto
es lo que hemos denotado como k& € < N >, k toma valores en un conjunto de N
enteros sucesivos.



w Se cumple la condiciéon de periodicidad
or[n] = dg+rn[n] r — entero,

es decir que cuando k se cambia por un multiplo entero de NN, se genera una senal
idéntica a la original.

De manera similar a lo que hicimos para senales peridédicas continuas, deseamos encontrar la
representacién de una senal periddica discreta de periodo N, como una combinacién lineal de las
senales del conjunto de sefiales armoénicamente relacionadas de frecuencia fundamental wg = 27/ N

ouln] = {emrm).

Es decir, la combinacién lineal

xln] = Zakgbk [n] = Zakejk(ZTr/N)n7
k k

Ya que las secuencias ¢y[n] son distintas solo sobre un rango de N valores sucesivos de k, vemos
que la suma solo debe extenderse sobre un conjunto de N funciones ¢ [n]. Por este motivo, en la
suma, el indice k debe variar sobre N valores enteros sucesivos, empezando en cualquier valor de
k. Indicaremos esto expresando los limites de la suma como k =< N >. La expansién obtenida de
esta forma es la serie de Fourier para la senal discreta periédica.

Serie de Fourier en tiempo discreto

La serie de Fourier para una senal discreta peridédica de periodo NN, también denominada
serie de Fourier en tiempo discreto, estd dada por la siguiente expresion:

x[n] = Z akejk%/N". (1)
k=<N>

Donde k£ puede tomar los valores k = 0,1,.... N —1 0 k = 3,4, ..., N + 2; es indistinto tomar
cualquier conjunto de N enteros, siendo N el periodo de x[n]. Esta es la ecuacion de sintesis
de x[n].

Dada la senal z[n] con periodo N, cuya serie de Fourier se desea hallar, los valores de ag
estan dados por la expresion

1 3 1 .
ap = N Z x[n]ef]kwn _ N Z m[n]eﬂk 2n/Nn (2)

n=<N> n=<N>

Ya que la senal es periddica, la suma se extiende sobre los valores de z[n| en un periodo.
Con la notacién n =< N > expresamos que el indice n toma N valores enteros sucesivos.
Esta es la ecuacidén de andlisis de z[n].

Los coeficientes ay son los coeficientes espectrales que representan z[n] en el dominio de la
frecuencia. La ecuacién de sintesis (ec. 1) expresa c6mo se descompone la senial peridédica z[n| en
componentes o modos de Fourier e¥27/N " giendo ay, el peso con que cada componente ingresa en
la composicién de z[n]. Remarquemos que en la serie de Fourier que representa x[n] de periodo N,
solo aparecen N componentes de frecuencia cuyo valor es un multiplo de la frecuencia fundamental
de la senal, wg = 27/ N,



Los coeficientes espectrales ag son en general niimeros complejos, y de la misma manera que en
el caso continuo, la representacion de |ag| vs. kw es el espectro de amplitud de la serial y Lay, vs.
kw es su espectro de fase.

Expresemos la serie de Fourier tomando el rango de k =0,1,.., N — 1

z[n] = appo[n] + a1d1[n] + ... + an_16n_1[n].

Esta combinacién tiene que ser igual a

x[n] = a1¢1 [Tl] + a2¢2[n] +...+ asz)N[n].
Como ¢g[n] = ¢n|[n], entonces ag = ay.
Periodicidad de {a;}

Podemos ver que los coeficientes espectrales cumplen con la propiedad

ap = Qp4rN r — entero

es decir los coeficientes aj constituyen una secuencia periddica, de periodo N, el mismo
periodo de la senal x[n].

La propiedad de periodicidad de los coeficientes ay debe interpretarse cuidadosamente: el espectro
de amplitud y el espectro de fase de una senal discreta periodica de periodo N consta solo de N
valores de |ag| o de Zay, respectivamente. Esto es asi porque la suma de la serie (1) se realiza sobre
el rango k =< N >. Es comun en la representacion de los espectros representar mas de N términos,
a pesar de esto debe tenerse en cuenta que solo se necesita que k posea un rango sobre N enteros
consecutivos para poder representar la senal mediante la serie.

Ejemplo N° 1. Consideremos la sefial z[n] = sen(67/5n). Esta senal tiene periodo N = 5, por
lo que en principio esperariamos encontrar N = 5 componentes en su expansion en Serie de Fourier
(ver expresion 1). En este caso puede encontrarse el desarrollo en serie de Fourier utilizando la
igualdad de Euler

1 _

2[n] = — {6327r/5n_e 327r/5n}'
27

Observe que en la expansién solo aparecen dos senales armoénicamente relacionadas de frecuencia

fundamental w = 27/5 (N = 5). Estas senales tienen indice ¥k = 3 y & = —3. Por tanto los
coeficientes espectrales, tomando el rango k = 0,1, ..., 4, son

1 1
ap=a1=a4=0, az3=—=j, as= —7,
0 1 4 3 2] 2 2.7
donde hemos utilizado la condiciéon de periodicidad de los coeficientes espectrales ar = ag+n,

as = a_345. Por tanto, la serie puede escribirse como

z[n] = o=

_ 1 {63271'/571 _622W/5n}_
2j



Ejemplo N° 2. El desarrollo en serie de Fourier de la senal de periodo N = 10,

xz[n] =1+ sen(nw/5n) + 3cos(w/5n) + cos(2n/5n+7/2),

se puede obtener utilizando nuevamente la igualdad de Euler para cada senal armonica,

3 1 . 3 1 .
- O _ ;)\ i(@2n/10)n Q. —j(27/10) n
z[n] 1+(2 21)6 +(2+23>e

n L jn/2 2 (2n/10)n n L —jm/2 —j2(2n/10)n
2 2

Podemos identificar los coeficientes espectrales en la tltima expresion. Tomando el rango k =
0,1,..,9

a0:1
3 1.
a]=—=——=
1 B 2]
3+1.
ag = -+ =
9 B 2]
1 .
a2:§637"/2
1 .
— = ,—im/2
ag = 5
ap, =0 para 1<k<8

Los espectros de amplitud y fase se muestran en la figura 1
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Figura 1: Figura del ejemplo 2.



Las propiedades de la serie de Fourier discreta son analogas a las de la serie continua y muchas
son comunes a la Transformada de Fourier en tiempo discreto, por lo que las discutiremos en al
tratar ese tema. Sélo exponemos aqui la relacién de Parseval para senales discretas, ya que su
semejanza es menos evidente:

v X b= Y laf

n=<N> k=<N>

El miembro de la derecha de la igualdad es la potencia de la senal periddica. Por lo que de manera
analoga al caso de una sefial continua, esta relacion nos permite calcular la potencia de la senal
sumando el médulo al cuadrado de todos los coeficientes espectrales. El valor de |ag |2 nos dice cuanto
de la potencia de la senal se encuentra en la sefial exponencial discreta de frecuencia w = k27w /N.
Esta es la razén por la que a la grafica de |ak;|2 vs. k se le denomine espectro de potencia de la senal.

3. Series de Fourier y sistemas LTI

Al tratar como los sistemas LTI continuos responden a una exponencial compleja obtuvimos el
siguiente resultado

y(t) = H(s)e®t o  y(t) = H(jw)el!

donde H(s) y H(jw) son la funcién de transferencia y la funcién respuesta en frecuencia, respecti-
vamente. Como veremos en el caso discreto podemos encontrar un resultado similar.
Encontremos como responde un sistema LTT discreto a la exponencial compleja 2™:

i hlk]z"*

k=—00

=z" i hlk]z"*

k=—o00

y[n]

Funcién de transferencia de un sistema LTI discreto

Vemos que la respuesta del sistema LTI discreto a la senial exponencial z" es

donde:

H[z] = Z hln]z=" (3)

n=—oo

La respuesta del sistema es una senal idéntica que la exponencial de entrada multiplicada
por una funcién que depende de las caracteristicas del sistema (h[n]) y del valor de z. La
funcién H(z) (ec. 3) se denomina funcién del sistema o funcién de transferencia.



Funcion respuesta en frecuencia de un sistema LTI discreto

En caso que z tenga mddulo unidad (z se puede escribir como z = %), H(e’¥) recibe el
nombre de funcion respuesta en frecuencia del sistema LTI discreto:

dln) = H(eh)eim

donde

H() = ) hlnje ™ (4)

n=—oo

H(e7%) depende de las caracteristicas del sistema a través de h[n] y para un dado sistema, es
funcion de la frecuencia de la senal de entrada w. Escribimos el argumento de la funcién res-
puesta en frecuencia como e/* solo para diferenciar esta funcién de la respuesta en frecuencia
de un sistema LTI continuo, H (jw).

Vemos que como en el caso continuo, el sistema LTI tiene como respuesta una senal exponencial
compleja de la misma frecuencia que la de entrada y cuya amplitud se encuentra multiplicada por
la funcion respuesta en frecuencia evaluada a la frecuencia de la senal de entrada. Este factor que
multiplica la amplitud de la sefial es un nimero complejo (en general su parte imaginaria no es
nula).

A partir de la definicién de la respuesta en frecuencia (ec. 4) podemos ver que H(e/) es una
funcion continua de la frecuencia w y que es periddica de periodo 2.

Ejemplo N° 3. Calculemos la respuesta en frecuencia del sistema LTI discreto cuya respuesta al
impulso es

Utilizando la expresién 4 calculamos H (/%)

H(e') = i (;)nu[n]e_ﬂ""

n=-—o0o
oo n
=3 (3)
n=0 2
oo n
=3 (37)
2
n=0
B 1
-——
——e
2

En la figura 2 se muestra el médulo y la fase de H(e/*). Vemos que la respuesta en frecuencia es
una funcion periédica de la frecuencia, de periodo 27.

Consideremos un sistema LTT discreto al que entra una senal periédica de frecuencia fundamental
wp = 27/ N >, cuyo desarrollo en serie de Fourier es



H(el)

2 H(el)
o

Figura 2: Figura del ejemplo 3.

x[n] = Z apekwon

k=<N>

dada la linealidad del sistema, la salida es también periddica, con el mismo desarrollo en serie de
Fourier que la entrada salvo que los coeficientes espectrales de y[n] son

yln] = T{z[n]}

:T{ Z akejkwon}
k=<N>

= Z apT {ejkwon}

k=<N>

Respuesta de un sistema LTI discreto a una senal periédica

Utilizando la funcién respuesta en frecuencia para expresar la salida del sistema LTI a una
senal exponencial discreta, podemos expresar la respuesta del sistema LTI discreto a la senal
peridédica como

y[n] = Z ay, H(e?kwo) gihwon, (5)
k=<N>

Vemos que la respuesta del sistema es una senal periédica con la misma frecuencia funda-
mental que la sefial de entrada (wg). La respuesta del sistema queda expresada como una
combinacién de exponenciales complejas, es decir una serie de Fourier, en la que cada coefi-
ciente espectral de y[n] es el producto ay H(e/¥0). El efecto del sistema LTI es modificar
indiwidualmente cada una de los coeficientes espectrales ay de la senal de entrada periddica,
multiplicdindolo por el valor de la funcion respuesta en frecuencia evaluada en la frecuencia
kwg.



Ejemplo N° 4. Utilicemos la expresion 5 para hallar la respuesta del sistema descripto en el
ejemplo 3, a la senal peridédica

z[n| = cos (2m/3n) + sen (2w /4 n)

Esta senal esta formada por la suma de dos sefiales armonicas de periodos N1 = 3 y Ny = 4, por
lo que el periodo de z[n] es N = 12 y su frecuencia fundamental wyp = 27/12. La serie de Fourier
de z[n] estd expresada por

11
x[n] — Zak ejk?w/lQn
k=0

Para hallar los coeficientes espectrales de z[n] expresamos la sefial utilizando la identidad de
Euler,

16j27r/3n+16—j27r/3n_’_i6j27r/4n+ie—j2w/4n

2 2 2] 2j
_ 1ej427r/12n_|_}efj427r/12n+ 1 ej327r/12n_|_iefj327r/12n
5 -

a[n] =

2

2j 2j

La ultima expresion nos permite identificar los coeficientes espectrales,
ag=1/2, ay4=ag=1/2, az=-j/2, a3=a9=7j/2,
ap =0 para k=0,1,2,5,6,7.

Utilizando la expresién 5, encontramos que la respuesta del sistema es

1 : . 1 ) .
y[n} = iH(ejw) ‘w:2ﬂ/3 ed2m/3n + §H(e]w) |w:727r/3 e—J2m/3n
- %H(ejw) |w:27r/4 ej2‘n’/4n + %H(ij) |w:—27r/4 e_jQﬂ'/4n

Evaluando la respuesta en frecuencia a la frecuencia de cada componente, finalmente obtenemos
la senal de salida,

i 1 )
(0’71 — 0725j)632ﬂ/3n + 5(0771 _I_ 0725]')67_]271'/371

DN =

yln] =

— 5(0.80— 0.40§)e>/4" 4 (0,80 +0.407)e 7>/

El siguiente es un ejemplo de cédigo de Matlab/Octave que nos permite evaluar la H(e/“) a las
frecuencias de las componentes.

clear all, close all, clc;

w=[2*pi/3,-2%pi/3,2*pi/4,-2*xpi/4];
H=zeros (size(w));
H=1./(1-1/2*%exp(-j*w));
output_precision(2);

H



4. La transformada de Fourier en tiempo discreto

Un razonamiento andlogo al que nos permitié obtener la transformada de Fourier de una sefial
continua no periédica a partir de la serie de Fourier, puede realizarse para una senal discreta no
periédica. Describimos una senal discreta no periédica x[n] mediante su «extension periédicay xp[n]
y luego tomamos el limite N — oo en la serie de Fourier discreta de xp[n]. Obtenemos la expresién
de z[n] como combinacién de seniales exponenciales complejas, que constituye la ecuacion de sintesis
del par transformada de Fourier en tiempo discreto.

Transformada de Fourier en tiempo discreto

La transformada de Fourier en tiempo discreto de una sefial x[n] se define mediante la
expresion:

o

X (%) = Z x[n]e=Iwn (6)

n=-—oo

La correspondiente transformada inversa se define mediante la expresion:

1

z[n] = o=

/ X (ejw) eI dw (7)
27

Las ecuaciones (7) y (6) son la versién para sefiales discretas de las transformada de Fourier para
senales continuas vista en el tema anterior, ambas constituyen la definicién del par transformada
de Fourier en tiempo discreto.

La expresion de la transformada de Fourier en tiempo discreto X (e/%) (ec. 6) es la ecuacion de
andlisis y denotamos el operador que describe su expresién como X (e/*) = F{z[n]}.

A diferencia del caso continuo, X (e/“) est4 definida por una suma dada la naturaleza discreta
de la sefial z[n]. Mientras si comparamos X (e/“’) con la expresién de los coeficientes espectrales de
la serie de Fourier en tiempo discreto (ec. 2), vemos que en este caso la suma se extiende sobre los
infinitos valores de n.

La transformada de Fourier en tiempo discreto X (e’*) es una funcion continua de la
Jfrecuencia w. Tengamos en cuenta que la variable independiente en la expresion de la transformada
de Fourier en tiempo discreto es estrictamente la frecuencia w, figura como su argumento e/* sélo
por una cuestién relacionada con la notacién para diferenciarla de la transformada de Fourier en
tiempo continuo.

La funcién X (e’*) es periédica de periodo 27. Podemos ver esto a partir de su definicién
(ec. 6) y teniendo en cuenta que e/“™ es una funcién periédica en la variable w con dicho periodo.

La expresion 7 es la transformada de Fourier inversa o ecuacion de sintesis, denotamos su
operator como x[n] = F~1{X (e/*)}.

La transformada de Fourier inversa expresa a la senal x[n] como una combinacion
lineal de exponenciales complejas o modos de Fourier infinitesimalmente separados en
frecuencia. Si comparamos esta expresion con la ecuacién de sintesis de la serie de Fourier en
tiempo discreto, donde la integral se extiende en el intervalo (—oo,00), vemos que en este caso se
integra, sumando senales exponenciales complejas en cualquier intervalo continuo de
frecuencias de extension 2mw. Esto se debe a que el integrando es periddico: las exponenciales
complejas discretas que difieren en frecuencia en un miultiplo entero de 27 son idénticas y X (ej‘*’)
es una funcién periédica de periodo 2.

El cociente X (e/“)dw/(27) nos indica la magnitud con que el modo de Fourier de frecuencia
w interviene en la formacién de z[n], es decir, X (e/*) describe a la senal no periédica x[n] en el
dominio de la frecuencia. Al igual que en el caso continuo se hace referencia a la funcién X (e/)
como el espectro de z[n].

10



Si bien no existen condiciones de convergencia especiales para la ecuaciéon que define la anti-
transformada (ec. 7) ya que la integracién se realiza sobre un intevalo finito, si existen para la suma

infinita que define la transformada (ec. 6).

Como en el caso de sefiales continuas, dos condiciones suficientes y alternativas que aseguran
la existencia de la transformada X (e’*) son:

oo

> Jzn]| < oo (8)
k=—o00

> feln]? < oo 9)
k=—00

La ltima de estas expresiones se cumple si la senal es una senal de energia.

X(e)]

0.5 L

£ X(el)

Figura 3: Transformada en tiempo discreto de la sefial del ejemplo 5 con a=1/5. Con
lineas punteadas se marca el intervalo —7m < w < 7s.

Ejemplo N° 5. Consideremos la senal

z[n] = a"uln|

En este caso

11



o

X (M) = Z a™u[n]e”Iwm
n=—oo
oo

Z [aefjw]n

n=0
B 1

T 1—qe v

El espectro de amplitud y fase se muestran en la figuras 3 y 4, para a > 0 y para a < 0 respectiva-
mente. Observe que los espectros de magnitud y fase son periédicos con periodo 27 y cémo difieren
segun el signo de a. Cuando a es positivo, predominan componentes de baja frecuencia. Mientras
que cuando a es negativo predominan componentes de alta frecuencia (cercanas a valores w = +).

X(e)]

£ X(e")

Figura 4: Transformada en tiempo discreto de la senal del ejemplo 5, con a=-1/2.
Con lineas punteadas se marca el intervalo —7m < w < 7.

Ejemplo N° 6. Obtengamos la transformada de la senal

z[n] = al™

X(ejw) = i al™le—iwn
n=-—00
e . S .
= Z [ae_]w]n + Z [ae]“’]m
n=0 m=1
1 ael¥
1—ae7v = 1—qgeiw
2

l1-a
1 —2acos(w) + a?

12



Observe que en este caso X (e/) es real. La representacion de la sefial y su espectro se muestran
en la figura 5.

nl T T T T T T T ]
Zos| i

o mma@?@‘P‘P‘PT?TTTTT 1 TTTTT???‘P?G?@@@;.\

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 5: Transformada en tiempo discreto de la senal del ejemplo 6.
Con lineas punteadas se marca el intervalo —7m < w < 7.

Ejemplo N° 7. Obtengamos la transformada del pulso discreto definido por p[n] = 1 para |n| < Ny
y p[n] = 0 para |n| > Nj.

N1
X (/%) = Z e~ Jwn

’I’L:—Nl

ool 1)

sen(w/2)

Esta transformada de Fourier se muestra en la figura 6 para distintos valores de la duracién del
pulso, s6lo se muestra la transformada en el intervalo [—m, 7). La funcién representada es la versién
en tiempo discreto de la funcién seno cardinal, la cual representa la transformada de Fourier de un
pulso continuo. En este caso la funcién es periédica de periodo 27, mientras que en el caso continuo
la funcién seno cardinal no es periddica.

5. La transformada de Fourier para seiales discretas periddicas

De la misma manera que el caso continuo, las senales discretas periddicas pueden incorporarse
dentro del marco de descripciéon de la Transformada de Fourier en tiempo discreto. Para obtener
la forma de la representacién de una senal periédica, consideremos primero la transformada que
consiste en el tren de impulsos peridédico en frecuencias,

o

X () = > 2m6(w —wo + k2m).

k=—00

13



X(e*)

X(el)

Figura 6: Transformada pulso cuadrado discreto definido en el ejemplo 7, para N; =
10 (a), N1 =20 (b) y N1 = 30 (c).

Utilizando la ecuacién de sintesis o transformada inversa (ec. 7) calculemos la senial asociada.

1 o
z[n| = X (V) 9" dw
2w 2
I :
=5 - Z 276 (w — wo + k27) | " dw
k=—o0
= pJwon

Observemos que en la segunda linea del cédlculo, hemos fijado como intervalo de integracién
(—m,m) y luego hemos utilizado la propiedad de seleccién del impulso. Con este célculo hemos
hallado el par transformada

Transformada de la senal exponencial discreta

oo
Juen . F o Z 276 (w — wo + k27)

k=—00

En el caso continuo, la transformada de una senal exponencial compleja es un impulso en frecuencias
X (jw) = 2m§(w — wp). En el caso discreto, la transformada de e/“0™ es un tren de impulsos ubicados
a frecuencias miultiplos de wp, w = wp + 27k. X (e/“) es una funcién periédica de periodo 27, tal
como lo deben ser todas las transformadas de Fourier en tiempo discreto.

Utilizando la propiedad de linealidad del operador transformada, podemos obtener que en el caso
de una secuencia periddica de periodo N y cuyos coeficientes espectrales son ay con k =< N >, la
transformada de Fourier es el tren de impulsos en frecuencias
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Transformada de una senal periodica discreta

X (e¥) = i 2mad (w - 2]7?) (10)

k=—o00
Ejemplo N° 8. Consideremos la senal discreta arménica

1 . 1 _.
x(t) = cos(2m/5n) = 56]277/5" + 56_]2”/5”

podemos identificar los coeficientes espectrales a1 = 1/2 y a_1 = 1/2, siendo el periodo N = 5.
A partir de la transformada de una senal exponencial compleja, podemos obtener la transformada
para esta senal

X(e) =7 Z S(w—27/5—2mk)+m Z §(w+27/5 — 27k)

k=—00 k=—o00

Esté transformada puede especificarse solo en el rango —m < w < 7™ como

X (M) = 16(w —21/5) + wé(w + 21/5),

teniendo siempre presente que X (e’“) es una funcién periodica con periodo 2.

6. Propiedades de la transformada de Fourier en tiempo discreto

Existen varias propiedades de la transformada discreta que nos ayudan a comprender sus carac-
teristicas en un caso concreto y pueden ser ttiles al momento de tener que evaluar la transformada
de una senal o su transformada inversa. Muchas tienen una gran similitud con su contraparte con-
tinua, por lo cual solo desarrollamos aqui las que tienen algin tipo de diferencia, necesitan alguna
explicacién en particular o aquellas propiedades que son propias de la transformada de Fourier
en tiempo discreto. La tabla ?? resume las propiedades de la transformada de Fourier en tiempo
discreto.

6.1. Acumulaciéon

La version para senales discretas de la propiedad de integraciéon de la transformada continua es
la propiedad de acumulacion.

Propiedad de acumulacion

La transformada de Fourier en tiempo discreto de la senal

€s
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Y (el¥) = ﬁ){(eﬂ”) + 7X(0) Z §(w — 27k)
k=—00

Compare esta propiedad con la propiedad de integracién en el caso continuo.

Ejemplo N° 9. Apliquemos la propiedad de acumulaciéon para obtener la transformada de la
funcién escalén discreta u[n]. Ya que

uln] = Y O[k]

k=—00

y que F{d[n]} = 1, la transformada de u[n] es

) 1 >
X (%) = et Z §(w — 27k)

k=—o00

6.2. Expansién en el tiempo

En el caso continuo la propiedad de expansién en el tiempo de la transformada establece que

z(at) <+ F — iX (]w>

o]\ a

La propiedad nos indica cémo se comporta la transformada frente a una expansiéon en el tiempo
de la senal (Ja] < 1) o frente a una compresiéon temporal (|a| > 1). Si quisieramos trasladar esta
propiedad en forma directa al caso discreto, nos encontramos con una dificultad, la sefial x[an]
puede tener un argumento no entero para |a| < 1, por lo que no es una sefial discreta. Por otro lado
la senial 2:[2n] es solamente la evaluacién de x[n] en los valores pares de la variable temporal discreta
n, lo cual no tiene ninguna relacién con una expansién o compresion de la senal en el tiempo.

Existe una operacion de algin modo andloga a la compresién/expansién temporal de la senal en
el campo continuo. Consideremos la siguiente senal

(] = xz[n/m], sin es miltiplo de m, n = km
Lm) M = 0, si n no es multiplo de m, n # km

con k entero. En la figura 7 se muestra una secuencia x[n] y su seflal x(3y[n] asociada. Observe
que podemos decir que z(,,) [n] se obtiene a partir de x[n] colocando m — 1 ceros entre valores
sucesivos de la senal original. Podemos pensar x(,,) [n] como una expansién o desaceleracion de la
senal original.

Considerando la definicién de T () [n] es posible demostrar la siguiente propiedad de la trans-
formada.

Expansién en el tiempo

Z(m) [n] —~F—= X (ejmw)

Podemos ver en esta propiedad la relaciéon inversa entre el dominio del tiempo y la frecuencia: si la
sefial se expande en el tiempo (m > 1), la transformada X (e?“) se comprime en frecuencias. En

16



0.8

L o6} -
0.4 -
0.2F -

—a——a—a—e—o—o—| —b—o—b o b —o—0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
T T T T T T T T T
1 - -
0.8 -
o6k -

x
0.4 -
0.2F -

—e—o—o——6 &1 &b o1 o &1 b o —o b —6—0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n

Figura 7: Senal obtenida a partir de una expansiéon temporal en tiempo discreto
z3[n].

las figura 8 se ilustra esta relaciéon inversa considerando los efectos que la expansién discreta tiene
sobre el espectro de amplitud de un pulso cuadrado discreto. Observemos que X (e7“) es periddica
con periodo 27 /m.

Ejemplo N? 10. Veamos un ejemplo de cémo podemos utilizar las propiedades listadas en la tabla
de propiedades (tabla ??) para decidir sobre las caracteristicas de una senal a partir de un anélisis
de su espectro.

Considere la sefial z[n] cuya transformada de Fourier se muestra en la figura 9. Veamos si a partir
de las caracteristicas de su transformada podemos decidir si la senial es real, es o no es periddica, es
0 no par y si es una sefial de energia finita.

La transformada de Fourier de una senal periédica es un tren de impulsos en frecuencia, por lo
que por simple inspecciéon de X (ejw) podemos concluir que z[n| es aperiddica.

|X (ej‘“)‘ es una funcién par y ZX (ejw) es una funcién impar, por tanto podemos asegurar que
x[n] es real.

X (€7) no es real por tanto z[n] no es par.

Utilizando la identidad de Parseval podemos asegurar que x[n] es una sefial de energfa finita ya
que la integral

1 )
Jw
o . X (e ) dw

posee un valor finito.

6.3. Propiedad de convolucion

En el caso de la transformada de Fourier continua vimos como la propiedad de convolucién
establece que la convolucién de dos sefniales en el dominio del tiempo equivale a la multiplicacién de
sus espectros en el dominio de la frecuencia. También indicamos la importancia de esta propiedad
para caracterizar sistemas LTT a través de su funcién respuesta en frecuencias H (jw). En el caso de
sistemas y seniales discretos la propiedad es totalmente analoga.
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Figura 8: Propiedad de expansion temporal en tiempo discreto.

Propiedad de convolucion

z1[n] * x2[n] — F = X1(e*)Xa(e?%). (11)

Si z[n], hn] y y[n] son la entrada, la respuesta al impulso y la respuesta de un sistema LTI discreto,
aplicando esta propiedad obtenemos

y[n] = z[n]*h[n] — Y(/¥) = H(Y)X(M¥) (12)

donde la funcién H (e¥) es la transformada de Fourier en tiempo discreto de la funcién respuesta al
impulso. Vemos que la funcion respuesta en frecuencia que hemos introducido al tratar la respuesta
de sistemas LTI a senales periddicas (ec. 4) es la transformada de Fourier en tiempo discreto de la
respuesta al impulso del sistema LTI,

o

H(e'%) = F{h[n]} = Z hln]e™7“m,

n——o0

Al igual que en el caso continuo, la expresion 12 mapea la convolucién de dos senales en el
dominio del tiempo a la simple operacion algebraica de multiplicar sus transformadas de Fourier en
el dominio de la frecuencia. Esto posee gran utilidad tanto para caracterizar sistemas LTI discretos
como para el analisis de senales.

Ejemplo N° 11. Considere la funcion respuesta en frecuencia del filtro discreto paso bajas repre-
sentada en la figura 10 a. Obtengamos su respuesta al impulso mediante la transformada inversa de
H(elw)
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X (e7)]

21 - 0 n 2m w
Y
ZX (e?Y)
| | |
217 -TT 0 T 217 w

Figura 9: Espectro de una sefial real (ejemplo 10).

1 o
hin] = —/ H (e7) e“"dw
2T 2
1o
= —/ e dw
27 J o,
1 edwn|¥e
T om n | _y,
1 ejwcn _ efjwcn
T om in
_ sen(wen)
™

La respuesta al impulso h[n] es un seno cardinal y se representa en la figura 10. Vemos a partir
de las caracteristicas de h[n] que el sistema es no causal, esto es inconveniente en a una aplicacién
concreta que requiera procesar datos en tiempo real.

Ejemplo N 12. Considere el sistema mostrado en la figura 11. Los sistemas LTT interconectados
son filtros paso bajas con respuesta en frecuencias Hj,(e?*) de ganancia unitaria y frecuencia de

corte we = m/4. La respuesta y[n| del sistema puede obtenerse siguiendo la siguiente secuencia de
transformaciones de la sefial de entrada.

wi[n] = /™x[n] — Wi (%) = X (ej(wfﬂ))
wa[n] = wi[n] * hin] — Wa (ejw) = Hlp(ejw)X (ej(w*”)>
wsn] = ™ wsn] — Wi (/) = Hy, (ej(‘*’_w)> X (%)
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Figura 10: Respuesta en frecuencia (a) y respuesta al impulso (b) de un filtro pasa
bajos discreto para w., = 7/5. Con color rojo se grafica la envolvente de h[n].

waln] = ws[n] * hin] — Wy (ejw) = Hy, (ej“’) X (ejw)

Y (jw) = [Hlp (ej(“’_ﬂ)) + Hy, (ej“’)} X (ej“’)

La respuesta en frecuencias equivalente del sistema completo es

Heq (ejw) = Hip (ej(w_ﬁ)> + Hip (ejw)

Ya que Hlp(ej (“’_“)) es la respuesta en frecuencias de un filtro paso altas, el sistema total actua
como un filtro que rechaza las frecuencias en los intervalos (—3n/4,—7w/4) y (7/4,3w/4), el filtro
tiene lo que se conoce como caracteristica ideal supresora de banda.

(-1)" (-1)"
H|p(ej‘*’)
W1 [n] : Wz[n] W3[n]
-/4 /4
x[n] v y[n]
— o
Hip(e®)
! w,[n]
-n/4 n/4

Figura 11: Filtro supresor de banda discreto descripto en el ejemplo ?7.
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Si observamos las condiciones de convergencia de la transformada de Fourier en tiempo
discreto (ec. 8 y 9), vemos que para que para poder asegurar que existe la funcién respuesta
en frecuencia de un sistema, H (ej“’) = F {h[n]}, es condicién suficiente que su respuesta al
impulso cumpla

o0

Z |h[n]] < oco.

n=—oo

Al igual que en el caso continuo, podemos asegurar que si el sistema es BIBO estable, su
funcién respuesta al impulso es absolutamente sumable. Por tanto, la funcién respuesta en
frecuencia siempre existe para sistemas BIBO estables.

6.4. Propiedad de multiplicacién

En el tema anterior vimos que la transformada de Fourier continua de la multiplicacién de dos
sefiales es equivalente a la convolucion en el dominio de la frecuencia de sus respectivos espectros.
Ademaés hicimos notar que esta propiedad tiene gran importancia en sistemas de comunicaciéon ya
que mediante la multiplicaciéon de una senal por otra podemos efectuar la denominada modulacion
de amplitud de una senal. En el campo discreto existe una propiedad similar.

Propiedad de multiplicaciéon

z1[n|xe[n] <+ F — %Xl (e7¥) ® X2 (e7¥) (13)

donde la operacién ® se denomina convolucion periddica y se define mediante la siguiente
expresion:

X1 (ejw) ® Xo (ejw) = /2 X1 (eje) X5 (ej(“’fe)) df

A diferencia de operacién convolucion, en la convolucién periédica la integral se evaltia en un
intervalo finito, de longitud 27. La forma usual de la convolucién, cuyo intervalo de integracién
es (—00,00) se conoce a menudo como convolucidn aperiédica para distinguirla de la convolucién
periddica.

Ejemplo N° 13. Consideremos la senal s[n| de banda limitada y obtengamos la transformada de
la senal r[n] = s[n| cos[n].

La transformada de p[n] es

P (%) =n i (0(w—wo +m27) + 6(w + wo + m2m))

m=—0oQ

Para obtener la transformada de 7[n|, debemos realizar la convolucién periddica

21



i (6(w —wo —m2m) 4+ 6(w + wo —m2m)) ® S (e*)

m=—0oQ

R(e’) =3

:% /7T ( i (5(9—w0—27rm)+5(9+w0—27rm)>S(ej(w—e)) 20

—T \m=-c0

:% (5 (ej(w—wo>> e (ej(w+w0)))

Al igual que el caso continuo, la modulacién mediante una sefial senoidal produce una senal cuya
transformada consiste en dos replicas de la transformada de z[n], centradas en —wg y wo.

7. Sistemas LTI causales caracterizados por ecuaciones en dife-
rencias

Hemos visto que la relacién entrada-salida de un sistema LTI discreto causal puede estar espe-
cificada por una ecuacion en diferencias de la forma

N M
Z aryln — k] = Z brx[n — k]
k=0 k=0

donde el maximo tiempo de retardo del lazo de realimentacién (N) es el orden de la ecuacién y
las condiciones iniciales deben ser todas nulas, es decir el sistema estd en reposo inicial. En esta
seccion utilizaremos las propiedades de la transformada de Fourier en tiempo discreto para obtener
la respuesta en frecuencias del sistema descripto por una ecuacién en diferencias.

Si aplicamos a ambos miembros de la ecuacién anterior la transformada de Fourier y utilizamos
las propiedades de linealidad y desplazamiento en el tiempo,

N M
F{Zaky[n k]} = f{Zbkx[n k]}
k=0 k=0

N M
> aF{yln—kl} =) bF {zln—k]}

k=0 k=0
N M
Z ape I*y (ej‘”) = Z bpe TP X (ejw) .
k=0 k=0

Ya que por la relacién de convolucién (ec. 12) para un sistema LTI discreto, la funcién respuesta en
frecuencia del sistema es

podemos escribir
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M 4
Z bke—]kw

H(eW) =20 (14)

Z ake—jkw
k=0

Vemos que a partir de esta expresiéon es posible obtener H (ej"’) por simple inspeccion de la ecuacién
en diferencias que describe la relacién entrada-salida de un sistema LTI discreto causal.

Si comparamos la tltima ecuacién con la ecuaciéon que da la respuesta en frecuencia de un LTI
continuo en funcién de los coeficientes de la ecuacién diferencial asociada, vemos que en el caso
continuo la respuesta en frecuencia es el cociente de dos polinomios en la variable (jw),
mientras que en el caso discreto estos polinomios estdn en términos de la variable e=7%.

Ejemplo N° 14. Considere el sistema LTI causal cuya ecuacién en diferencias es

yln) — 2yln— 1)+ Syln—2) = 20

Mediante la ecuacién 14 podemos obtener la funcién respuesta en frecuencias del sistema

2

Jwy —
H(e ) - 1,§6—jw+le—j2w.
4 8

Las raices del polinomio denominador son p; = 2y py = 4. Aplicando el método de expansién en
fracciones parciales obtenemos

. 4 2
H(eY) = -

) 1 .
1-— 56_‘7&) 1-— ZG_JW

Podemos reconocer por inspeccién en una tabla de transformadas la transformada inversa de cada
término, por lo que la respuesta al impulso es

hin] = FH{H(S)) = 4 @)n ufn] — 2 (i)n uln].
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8. Apéndice I: el método de expansion en fracciones parciales
aplicado a senales discretas

En el apéndice del tema anterior describimos el método de expansién en fracciones parciales. El
método fue aplicado para obtener una expresion mas simple de una funcion racional, con el objeto
de hallar su transformada de Fourier por medio de una tabla de transformadas. En el caso discreto
existe un método similar con la misma utilidad.

En el caso discreto necesitaremos antitransformar expresiones como la respuesta en frecuencias
de un sistema discreto

M ,
> (e d)*
H(w)y=+=0___ (15)

N .

> ag(e @)k

k=0
En la expresién anterior hemos reescrito la expresién 14 a fin de dejar en claro la respuesta en
frecuencia es una transformada racional que consiste en el cociente de dos polinomios en la variable
e 7%, A fin de presentar el método de expansién de fracciones parciales en este caso, denominaremos
v a esta variable, v = e77%. La expresion de la transformada nos queda de esta forma

H(U) . bo + biv + b2U2 + ... + bMvM (16)
CagtavFaw?+ ... FayvN

Usualmente el término ag es 1, si este no fuera el caso, dividimos el numerador y denominador por
ao para obtener una expresién racional de la forma

G(U)_do—i-dw—l—dng—l— e FdpoM
14 fivF o2+ o+ faol

Esta es la forma en que aparecen normalmente las transformadas racionales de senales discretas que
debemos antitransformar (ver ejemplo 14). En caso de que el grado del polinomio denominador sea
mayor que el del numerador, N > M, la factorizaciéon de G(v) puede escribirse como

d0+d10+d21)2+ +dM’UM
(1= py o) (1= py )22 (1= pr to)or

G(v) =

Las p; son las raices del polinomio denominador de G(v) y los valores de o, sus respectivas multi-
plicidades. La forma de la expansion en fracciones parciales que obtenemos para este caso es

L B; i,
R(v) = —_— 17
) ;Z{(l*pf)’“ 1

Cada uno de los coeficientes B; ;, pueden obtenerse mediante la siguiente expresion

1 N ~1yo;
Bus = o)™ |l ) RO

v=p;

Usualmente utilizaremos un programa de célculo para obtener la expansion en fracciones par-
ciales, como por ejemplo Matlab. En caso de Matlab, la funcién que obtiene la expansién en frac-
ciones parciales adaptada para antitransformar transformadas de Fourier en tiempo discreto es
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residuez(b,a), donde b es un el vector que contiene los coeficientes del polinomio numerador y a
es un el vector que contiene los coeficientes del polinomio denominador, ambos ordenados en orden
creciente en las potencias de v de acuerdo a las expresiones 15 y 16. Tenga en cuenta que estamos
haciendo referencia a los polinomios escritos en funcién de la variable v = e=“. En el ejemplo que
sigue se muestra un c6digo en que se aplica esta funcién.

Ejemplo N° 15. Veamos un ejemplo de aplicacién del método a la funcién H(e/“) dada en el
ejemplo 14. En este caso la tranformada racional es la respuesta en frecuencia

2
H@) = ——5——
1-2 -
TR
Hemos realizado el remplazo v = e™7“. Las raices del polinomio denoninador son p; = 2y ps = 4.
La expansion en fracciones parciales es

B11 Boy

H(v) = T+ T
1—-v 1--=
2" 4"

Los valores de los coeficientes son

1
B11 = |:<1 — 2) R(U)] =4
v=2
1
Boy=||1- 1 R(v) = -2
v=4
Por lo tanto
» 4 2
Jwy — _
H(e )—1 1—jw ) 1—jw
——e ——e
2 4
donde hemos remplazado v = e J¥; esta expresién puede antitransformarse para obtener h[n]

utilizando la tabla de transformadas.
El cédigo de Matlab para obtener la expansién en fracciones parciales se muestra a continuacion.

b=[2]
a=[1 -3/4 1/8]
[r p kl=residuez(b,a)

El vector r contiene los residuos, el vector p los polos de la expresién 17 (es decir los valores de
pi = pi_l7 i =1..r) y k los términos directos.
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