Tema 2
Respuesta de sistemas LTI en el dominio del tiempo

En este capitulo tratamos una de las propiedades fundamentales de los sistemas LTI. Mostraremos cémo
conociendo la respuesta del sistema a la sefial impulso, es posible predecir la respuesta del sistema a
una senal de entrada entrada arbitraria. Es decir, conocemos lo que el sistema hace analizando la
respuesta del sistema a la sefial impulso, sin necesidad de conocer su relacién entrada-salida. Ademaés
mostramos que las caracteristicas de la respuesta al impulso, nos muestran cuales son las propiedades
del sistema; si es 0 no causal, si tiene o no memoria y si es estable. Por ultimo, mostramos la forma de
especificar la relacion entrada-salida de un sistema LTI causal, mediante ecuaciones en diferencias en
el caso discreto y ecuaciones diferenciales en el caso continuo.

1. Respuesta de sistemas LTI discretos

Respuesta al impulso de un sistema discreto

Se define la sefial respuesta al impulso h|n] de un sistema discreto como la respuesta del sistema
a la sefial de entrada d[n],

h[n] = T {4[n]} (1)
cuando el sistema estd en reposo inicial.

Veamos ejemplos de c6mo calcular hin].

Ejemplo N°? 1. La relacién entrada-salida del acumulador discreto es

o) = 3 alk).
k =oc0

Para calcular h[n], simplemente remplazamos en la relacién entrada-salida la sefial z[n], por §[n]

Wnl = T0M} = > 6[k] = uln]

k=—o0

Concluimos que el sistema acumulador discreto posee como senal respuesta al impulso un escaldn,
hin] = uln].



Ejemplo N°? 2. Calculemos la respuesta al impulso del sistema promediador movil no causal especi-
ficado por la relaciéon entrada-salida

Z:: z[n — k.

k=-3

yln] =

| =

Para calcular h[n] remplazamos z[n| por d[n] en la relacién entrada salida

| k=3
hin| = = > 8[n—k].
k=-3

Vemos que h[n] es el pulso cuadrado discreto

MMZ%{LLLLLLH-

Queda como ejercicio probar que todo promediador mévil posee como respuesta al impulso un pulso
cuadrado.

1.1. Convolucién discreta

Propiedad seleccion discreta

Vimos anteriormente que una de las propiedades més importantes de la funcién impulso es
zln] = > x[k]é[n — k] (2)

Esta propiedad se denomina propiedad de seleccion; nos dice que cualquier sefial discreta puede expre-
sarse como la combinacién lineal de impulsos desplazados en el tiempo §[n — k|, donde los coeficientes
de la combinacién lineal son los valores z[k]. Asi por ejemplo si z[n] es la sefial u[n], aplicando (2)
obtenemos

uln] = ié[n—k].

Una interpretacion ttil de la expresiéon (2) puede obtenerse si pensamos al impulso §[n — k] como una
sefial componente de z[n]. En este sentido, z[k] mide cuanto de la sefial componente d[n — k] existe en
la senal z[n].



Veamos ahora de que manera podemos utilizar la expresién (2) y la definicién de la funcién h[n] para
encontrar la respuesta de un sistema LTI a una entrada cualquiera z[n].

La respuesta y[n] a una entrada arbitraria z[n] puede expresarse como

yln] = T{an]) =T{ 3 m[k]a[n—k]},

k=—o00

en donde hemos utilizado la expresién (2) para representar z[n]. Ya que el sistema es lineal podemos
escribir que

y ya que es invariante en el tiempo

hin — k] = T{0[n — k]}.

Por lo que la salida y[n] puede ser finalmente escrita como

yln] = > x[k]h[n—k].

k=—o00

Esta expresién recibe el nombre de suma de convolucion y a la operacion del miembro derecho se la
denomina convolucién de x[n| con hln]. Esta operacién es un resultado muy importante de la teorfa
de sistemas.

Convolucién discreta

La respuesta de un sistema LTI discreto se puede obtener como la convolucién de la entrada
x[n] con su respuesta al impulso h[n]. La operacién convolucién se denota mediante el signo ,
por lo que la salida del sistema se puede expresar como

(e.o]

yln] = afn] xhln] = 3" alklhln K] 3)

k=—00

En la figura 1 se representa la definicién de la respuesta al impulso y la relacion (3).

La expresién (3) indica que la salida de un sistema LTI discreto estd completamente caracterizada por
la respuesta al impulso h[n], en otras palabras, si conocemos h[n| podremos predecir la respuesta del
sistema ante cualquier entrada x[n]. Remarquemos que la tnicas condiciones para que la salida del
sistema pueda calcularse mediante la convolucién son que sea lineal e invariante en el tiempo.



x[n] Sistermna y[n]=x[n]*h[n]
—_— —)
5[n] LTl hIn]

Figura 1: Respuesta de un LTT discreto obtenida mediante la convolucién

Ejemplo N° 3. Consideremos el sistema LTI cuya respuesta al impulso es h[n| = d[n — ng]|, es decir
un impulso desplazado. Si queremos encontrar la relacion entrada-salida de este sistema s6lo tenemos
que utilizar la relacién de convolucién (3) con una entrada genérica x[n]

[e.e]

y[n] = x[n] * §[n —ng] = _Z: z[k]d[n —no — k]

= z[n — ny)

donde hemos utilizado el hecho de que el impulso es siempre nulo, salvo cuando se anula su argumento,
es decir en este caso cuando k = n — ng. Hemos hallado que este sistema posee la relaciéon entrada-salida

y[n] = z[n — ng)

Como dijimos, para ng > 0 el sistema se denomina retardo, en caso de ng = 1 se denomina retardo
unitario. Podemos utilizar el resultado obtenido para sacar una conclusién més general.

Convolucion con el impulso desplazado

x[n] * §[n — ngl = x[n — ng) (4)

Es decir, que siempre que realicemos la convolucién de una senal con un impulso desplazado ng,
obtenemos la sefial desplazada en el tiempo por ng.

Ejemplo N° 4. Consideremos el sistema LTI discreto cuya respuesta al impulso es

hin] = {1 n=+1

0 en cualquier otro caso.

y encontremos la relacién entrada-salida y la respuesta del sistema a la sefial z[n] = u[n], utilizando
la suma de convolucién. Expresemos primero h[n| mediante impulsos:

h[n] = d6[n+ 1]+ 6[n — 1]

Para obtener la relacién entrada salida del sistema con esta h[n], basta utilizar la relacién de convolucién
(3) con una sefial genérica x[n]:



yln] = hin] »2fn] = (3l + 1] + 3l — 1]) = 2l
= d[n+ 1] xz[n] + d[n — 1] x z[n]

+
=zn+1]+zn—1],

donde utilizando el resultado hallado en el ejemplo 3, hemos encontrado que la relacién entrada-salida
del sistema es

y[n] = x[n + 1] + z[n — 1]

Para el caso particular de la entrada z[n] = u[n],

yln] = hln]* u[n] = (6[n + 1] + 6[n — 1]) * u[n]
= 0[n+ 1] xu[n] + d[n — 1] xu[n]
= u[n + 1] +u[n — 1],

encontramos que la respuesta es

y[n] = u[n + 1] + u[n — 1]

Ejemplo N° 5. Consideremos un sistema LTT discreto con la funcién impulso dada por

hn] = u[n].

Queremos conocer cudl es la respuesta del sistema a la senal

z[n] = a™uln] con 0 <a<1

La figura 2 muestra el comportamiento de h[n] y de z[n]. Calculemos y[n] utilizando la suma de
convolucién. Siendo hin] = u[n] y z[n] = a™u[n] con 0 < a < 1, aplicando la ec. (3) obtenemos

y[n] = Z aku[k]u[n—k]

k=—00

El producto u[k|u[n — k| es distinto de 0 si 0 < k < n, por lo que obtenemos



" 1—antl

_ k_
yln] =« —
sin >0y y[n] =0 para n < 0. Para expresar y[n] en todo el rango de n utilizamos la senal escaldn,

1— an+1

n| = ——uln|.
yl) =~ —uln)
Remarquemos que la ltima expresion es la expresion correcta de la senal de salida, si no incluimos el

escalén u[n], la expresién no serfa correcta.
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Figura 2: Senal y respuesta al impulso del sistema descripto en Ejemplo N¢ 5

Después de ver ejemplos de cémo utilizar la suma de convolucién para obtener la respuesta de un
sistema, veamos un método ttil para calcular la respuesta y[n] con “lapiz y papel” en casos simples.
Si bien existen buenos algoritmos de computadora para realizar la convoluciéon de dos senales, este

método nos ayuda a interpretar el significado de la expresion (3).

Para utilizar la expresién (3) debemos pensar que tanto la respuesta al impulso como la senal son
funciones de k con n fijo. Una forma conveniente de realizar la convolucién de z[n] y h[n] es utilizar

graficos de las funciones y seguir los siguientes pasos:

a) Realizamos graficamente la inversién temporal de la respuesta al impulso para obtener h[—k].
Luego obtenemos h[n — k] desplazando en el tiempo la funcién una cantidad n. Si n es positivo
h[—k] se desplaza a la derecha y si es negativo a la izquierda del origen de coordenadas.

b) Para cada k se multiplican los valores de x[k]| y h[n — k], sumdndose luego para todo valor de k,
con n fijo. Asi obtenemos el valor de y[n].

¢) Se repiten los pasos a) y b) con n variando desde —oo hasta oo para obtener la respuesta y[n].



Ejemplo N° 6. Resolucion grafica de la convolucion.

Calculemos de manera grafica el ejemplo anterior. La figura 2 muestra el comportamiento de h[n] y de
z[n]. En la figura 3 se muestra las sefiales z[k| y h[n — k] para un valor arbitrario n < 0 y para n > 0.
A partir de esta figura podemos ver que el producto x[k]h[n — k] es siempre 0 para n < 0. Podemos
concluir que y[n] = 332 z[k]h[n — k] es 0 para n < 0.

Paran >0

k
o 0<k<n
z[k|h[n — k] = .
0 en cualquier otro caso.
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Figura 3: Desplazamiento de h[k] para obtener la convolucién de forma gréfica.

Por lo que paran >0

+1

" 1—a"
p— k = ——
yln] = gzoﬁ o T a

Utilizando la funcién escalén, podemos expresar la respuesta del sistema para cualquier n como



1— anJrl
yln] = ———uln],
la cual se representa en la figura 4.
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Figura 4: Sefial resultado de la convolucién descripta en ejemplo N? 6

Se sugiere utilizar el c6digo dcondemo de Matlab a fin de visualizar las operaciones que se realizan en
la suma de convolucién 2 para obtener la respuesta de un sistema LTT.

2. Respuesta de sistemas LTI continuos

Respuesta al impulso de un sistema continuo

Definimos la respuesta al impulso h(t) para un sistema LTI continuo como

h(t) =T {6(t)} ()

cuando el sistema esta en reposo inicial.

Antes de ver cémo utilizar la respuesta al impulso para obtener la salida de un sistema LTI continuo,
veamos un ejemplo de célculo de h(t).

Ejemplo N° 7. Obtengamos la respuesta al impulso del promediador mévil continuo causal

y(t) = % /OTac(t— )dr.

Remplazando z(t) por 6(¢), obtenemos h(t)



h@):;;ATaa—Tmr

Vemos que la respuesta al impulso es el pulso cuadrado continuo

h(t) = u(t) —u(t —T)

Este resultado se puede generalizar para cualquier promediador mévil continuo, la respuesta al impulso
de estos sistema es siempre un pulso cuadrado. Compare este resultado con el correspondiente para el
sistema promediador moévil discreto.

Ejemplo N° 8. Calculemos la respuesta al impulso de un sistema LTI definido en un circuito RC,
donde la entrada es la tension en los extremos de la fuente (z(t) = Vs(t)) y la salida la tensién en los
extremos del capacitor (y(t) = V.(¢)). La relacién entrada salida de este sistema LTI es

ave(t) 1 _
" RC

Vs(t) Cond. inicial V.(0) =0

Observemos que en la relacion entrada-salida, hemos especificado como condicién inicial a ¢ = 0 que
el capacitor no esta cargado o V,(0) = 0, condicién necesaria para que el sistema sea LTI (ver seccién
6 para més informacién sobre este punto).

La solucién de esta ecuacion diferencial da la relacién entrada-salida explicita del sistema. La expresién
de la relacién entrada-salida (solucién de la ecuacién diferencial) es:

t
Vc(t) _ % (/0 VS(T) er/RCd7_> e—t/RC

Para calcular la respuesta al impulso h(t), remplazamos la entrada por un impulso y resolvemos la
integral.

h(t) = (/Ot §5(r) e™/ BC dr) ot/ RC

Utilizando la definiciéon operativa de la sefial impulso continua, obtenemos que

Vemos que la respuesta al impulso es la curva de descarga del capacitor. Para realizar un andlisis de
unidades de la ultima expresién, tenga en cuenga que la sefial impulso posee unidades de tension.



2.1. Convolucién continua

Para ver como podemos obtener la respuesta de un sistema LTI continuo procedemos de manera similar
al caso discreto.

Vimos en el tema anterior que una de las propiedades de la sefial impulso continua es que
cualquier sefial continua z(¢) puede expresarse como

o) = / Z A P (6)

La expresién anterior es andloga a (2) y nos indica cémo podemos representar la senal continua z(t)
como una combinacién lineal de impulsos continuos desplazados en el tiempo 6(t — 7), donde los
coeficientes de la combinacién lineal son los valores (7). El valor de z:(7) mide cudnto de la componente
d(t — 7) existe en la sefial x(¢).

Ya que estamos tratando de caracterizar un sistema continuo que cumple las propiedades de linealidad
e invariancia temporal, podemos obtener la respuesta y(t) a una entrada arbitraria z(t), utilizando (6)
de la siguiente manera

o0

o(t) = Ty =71 [

—00

x(7)d(t — T)dT} .

Usando la propiedad de linealidad

por la invariancia temporal del sistema

h(t—71)=T{5(t—1)}.

Finalmente, la salida y(t) puede expresarse como

La expresién anterior define la operacién convolucién en el caso continuo y a su miembro derecho se le
denomina integral de convolucion. Este resultado es andlogo al del caso disreto (ec. 3) y es un resultado
importante de la teoria de sistemas LTI continuos.

10



Convolucién continua

La respuesta y(t) del sistema LTI continuo puede obtenerse como la convolucién de la sefial de
entrada z(t) con la respuesta al impulso del sistema h(t),

(e 9]

y(t) = o(t) * h(2) :/ S (7)

—00

Si bien denotaremos la operaciones convolucién discreta y continua con el mismo simbolo (%), el contex-
to indicard claramente a que operacién nos referimos. En la figura (5) se representa la caracterizacién
de un sistema LTI continuo mediante la operaciéon convolucion.

x(t) Sistema y(©)=x(t)*h(t)
— —
8(t) LTI h(t)

Figura 5: Respuesta de un LTT continuo obtenida mediante la convolucién

Convolucién de senales

Es conveniente aclarar que la operacién convolucién no esté restringida a operar solamente con
h(t) o h[n]. Por el contrario, si z1(t) y z2(t) son dos senales, la operacién convolucién de x5 (t)
y x1(t) define una nueva senal x3(t) definida por

) = () e ) = / = ol — ®8)

—00

para el caso continuo. En el caso discreto esta definida por

x3[n| = xo[n] x x1[n] = i xo[k]z1[n — K] (9)

k=—o0

Para obtener la respuesta de un sistema LTT continuo mediante la operaciéon convoluciéon procederemos
de manera anéloga al caso discreto, como veremos en los siguientes ejemplos. Para comprender mejor
el significado de la operacién convolucion, haremos el cdlculo de forma analitica utilizando la expresién
7 y luego lo haremos de manera grafica.

Ejemplo N° 9. Calculemos mediante convolucién, la respuesta del sistema LTI a z(t), siendo

z(t) = e u(t) y h(t) = u(t)

donde a > 0,

y(t) = a(t) « h(t) = /OO 2(7) h(t —7) dr

—00

11



Ejemplo N° 10. Consideremos el mismo sistema y senal de entrada que las del ejemplo 9,

z(t) = e u(t) y h(t) = u(t)

donde a > 0. Para calcular la respuesta del sistema, apliquemos la expresién (7), visualizando la
operacién mediante graficas. En la figura 6 representamos x(7), h(7) y h(t —7) parat < 0y ¢ > 0.
Podemos ver que para t < 0, el producto z(7)h(t — 7) es cero, por tanto y(¢t) = 0 para t < 0. Para
t>0

z(r)h(t—7) =

e < T<t
0 T>1

Por tanto y(t) para t > 0 es

y(t) = /Ot e dr = l(1 —e ),

a

Finalmente, para todo t la respuesta del sistema es

La cual se representa en la figura 7.

Se sugiere utilizar el c6digo ccondemo de Matlab a fin de visualizar las operaciones que se realizan en
la suma de convolucién (2) para obtener la respuesta de un LTI.

3. Propiedades de la operacién convolucién

12
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Figura 6: Célculo grafico de la convolucién descripto en el ejemplo 10: A(7) = u(7),
b) z(1) = e~ ¢) h(~1—7) (desplazamiento de h para 7 < 0, d) h(1 —7) (desplaza-
miento de h para 7 > 0)
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Figura 7: Solucién del ejemplo N° 5. () = 1/a (1 — e~ %) u(t).

Propiedades de la operacién convolucién

Tanto en el caso discreto como en el continuo, la operaciéon convolucién tiene las siguientes
propiedades:

conmutativa — 1 (t) * 22(t) = z2(t) * x1(t)
distributiva — 21 (t) * (22
asociativa — @1 (t) * (w2(t) x23(t)) = (x1(¢) * x2(t)) * x3(t).

13



Observemos que la propiedad conmutativa implica que es equivalente calcular la convolucién de dos
sefiales mediante cualquiera de las dos integrales siguientes:

2(t) = /_ °; 21 (r)aa(t — 7)dr = / Y () (t —7)dr

Es importante tener esto en cuenta al momento de calcular la respuesta de un sistema mediante la
convolucién, ya que a veces serd mas simple calcular y(t) = h(t) x z(t), en vez de y(t) = z(t) * h(t).
Expresiones y consideraciones analogas son validas para el caso discreto.

La operacion convoluciéon es conmutativa, por lo que para un sistema LTI discreto se cumple
que

y[n] = z[n] x h[n] = hin] *z[n] = i hlk]z[n — k]

k=—00

Una expresién andloga es valida para sistemas LTI continuos. Ya vimos en el ejemplo 4 que esta
propiedad puede ser 1til cuando usamos la operaciéon convolucién para calcular la respuesta del sistema.

La operaciéon convolucién es distributiva, por tanto para sistemas LTI continuos se cumple que

y(t) = (t) % (ha(t) + ha(t)) = 2(t) * ha (t) + 2(t) * ha(2),

Esté propiedad tiene una interpretacién muy ttil en la interconexién de sistemas (ver fig. 8), siendo
valida también para sistemas discretos.

Como consecuencia de las propiedades distributiva y conmutativa de la convolucién tenemos que

(z1(t) +x2(t)) * h(t) = 21(t) * h(t) + z2(t) * h(t).

Otra propiedad util de la convolucidn es la asociatividad, que para sistemas LTI discretos expresa
que

(z[n] * ha[n]) * ha[n] = x[n] * (ha[n] * ho[n])

14



Esta propiedad esta representada en la figura 8. De acuerdo a la propiedad asociativa la interconexion
de dos sistemas en serie es equivalente a la un Unico sistema cuya funcion respuesta al impulso es
la convolucion de las funciones respuesta al impulso de los sistemas por separado. Consideraciones
analogas valen para sistemas LTI continuos.

La propiedad de asociatividad vale para cualquier niimero de sistemas conectados en cascada serie. Si
ademas tenemos en cuenta la propiedad de conmutatividad, obtenemos otra importante caracteristica
de los sistemas LTT:

En un sistema en en que se conectan sistemas L'TT en serie o cascada, el orden en que los sistemas
se disponen no modifica la respuesta del sistema.

Es importante enfatizar que esta propiedad vale para sistemas en cascada en los que todos los sistemas
componentes son LTI. Por el contrario, si los sistemas son no lineales, la respuesta del sistema depende
del orden en que se conecten los sistemas componentes.

h2 y(t)

>

Y

XO pysne PO,

h1

Y.

)<
<
—

x
—~
l@;
:T‘

h2

\ 4

x(t)

»| h1+h2 }———>»

Figura 8: Propiedades de la operacién convolucién aplicadas a la respuesta al impulso
de la interconexion de sistemas

4. Propiedades de sistemas LTI

Anteriormente vimos como podemos caracterizar los sistemas LTI mediante la respuesta al impulso y
la operacion convolucién. Repetimos aqui estos resultados.
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o0

y[n] =z[n] * h[n] = Z x[klh[n — k]

k=—oc
0o

y(t) =a(t) * h(t) = / 2(7)h(t —7)dr.

—0o0

La respuesta al impulso h es importante ya que es la base del analisis en el dominio del tiempo de los
sistemas LTI. Ambas expresiones nos indican que un sistema LTI estd completamente caracterizado por
su respuesta al impulso. Con esto queremos decir que sélo conociendo la respuesta al impulso podemos
saber como es la respuesta del sistema frente a cualquier entrada, por tanto el sistema estd determinado
de manera univoca por la respuesta al impulso. Es importante enfatizar que este resultado sélo vale
para sistemas lineales invariantes en el tiempo. Si el sistema no cumple este requisito, la respuesta al
impulso no sirve para caracterizar al sistema.

Ejemplo N° 11. Consideremos el sistema discreto LTI cuya funcién respuesta al impulso es el pulso
cuadrado h[n| = uln + 2] — u[n — 3]. Utilicemos la operacién convolucién para obtener la respuesta del
sistema frente a una entrada arbitraria, es decir la relacién entrada-salida.
yln] = aln]«h[n] = hln] «z[n]
= 2%« hlk]z[n — K]
= 20 oo (ulk+2] —u[k = 3]) x[n — k]
= YRt ooulk+2Jz[n — k] =352 ulk —3]z[n — k]

= ZZO:—QIE[”— k] - 220:355[”— k]

obtenemos finalmente

2

yln] = > z[n—k].

k=-2

Esta expresion da explicitamente la relacion entrada-salida del sistema, por tanto el sistema LTT especi-
ficado por h[n] es tnico, a pesar de que pueden existir diferentes formas equivalentes de implementarlo.

Veamos que la respuesta el impulso no especifica de manera univoca a un sistema que no es LTI, ya
sea debido a que no es lineal o por que no es invariante en el tiempo. Consideremos la h[n] del ejemplo
4. Existen muchos sistemas no lineales diferentes que poseen esta respuesta al impulso y que frente a
una entrada dada x[n] tienen respuestas y[n| distintas, por ejemplo los sistemas no lineales

yln] = (z[n+1]+z[n-1])?

yln] = Max(z[n + 1], z[n —1]),

16



tienen todos la h[n] del ejemplo 4, como es posible verificar. A pesar de que poseen la misma respuesta
al impulso, todos responden de manera distinta frente a una dada entrada, consecuentemente, un
sistema que no es LTI no estd caracterizado por su funcion respuesta al impulso.

Existen muchas propiedades de los sistemas LTI que no comparten otros sistemas. Como vimos ante-
riormente, algunas de estas propiedades se derivan en forma directa de las propiedades de la operacién
convolucién. Otras propiedades estan vinculadas con las caracteristicas propias de los sistemas LTI,
como veremos a continuacién.

4.1. Sistemas LTI con y sin memoria

En el tema anterior vimos que un sistema sin memoria es aquel en que la respuesta al tiempo n solo
depende de la entrada en el mismo instante n. A partir de las propiedades expresadas en la expresién
(3), podemos deducir que para que un sistema LTI discreto no tenga memoria se debe cumplir que
hln] es igual a 0 para n # 0. Por tanto, podemos enunciar la siguiente propiedad de los sistemas sin
memoria.

Respuesta al impulso de sistemas sin memoria

La respuesta al impulso de los sistemas LTI sin memoria tiene la forma

hin] = Ké[n] o  h(t) = Ké(t)

donde K es una constante.

En este caso, la respuesta del sistema obtenida como y[n] = z[n] * h[n| es

y[n] = z[n] x K §[n] = Kx[n]

Esta propiedad nos permite identificar sistemas con memoria a través de la forma de h, ya que podemos
asegurar que si h[n] # 0 para algin valor de n # 0, el sistema posee memoria. Lo mismo podemos decir
para sistemas continuos. Por ejemplo, por inspeccién de la respuesta al impulso podemos asegurar que
los sistemas descriptos en los ejemplos 4, 5, 10 y 11 poseen memoria.

Observemos que el sistema LTI identidad, definido por la relacién y[n] = z[n] o y(t) = z(t), tiene
como funcién respuesta al impulso un impulso, h[n| = d[n], h(t) = §(¢).

4.2. Sistema LTI inverso

Tal como vimos en el tema anterior, un sistema es invertible si existe otro sistema que conectado
en serie con este, da como respuesta el valor de la entrada en el primero. Esto quiere decir que la
interconexion del sistema y su sistema inverso operan sobre la entrada de manera similar al sistema
identidad. Por tanto, podemos dar el siguiente enunciado.
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Respuesta al impulso de un sistema LTT invertible

Para que un sistema LTT con respuesta al impulso h sea invertible, debe existir otro sistema LTI
de respuesta al impulso h; tal que

hi[n] x h[n] = é[n] 0 hi(t) x h(t) = 0(t)

Ejemplo N° 12. Consideremos el sistema LTI caracterizado por

h[n] = u[n]

El sistema posee memoria y su relaciéon entrada-salida puede calcularse utilizando la relaciéon de con-

volucién
yln] =x[n]«h[n] = > alkluln—k = > =[k],
k=—00 k=—00
ya que uln — k] = 0 para k > n y u[n — k] = 1 para k < n. Este sistema es el sistema sumador o

acumulador que describimos en el tema anterior, donde mostramos que su sistema inverso es el sistema
descripto por

y[n] = z[n] — z[n —1].

Por tanto la respuesta al impulso del sistema inverso es

hi[n] = 8[n] —d[n —1]

Es simple verificar que el sistema LTI y su inverso cumplen que hq[n] * h[n] = §[n]

hi[n] «hin] = (8[n] —d[n —1]) *u[n]
d[n] * u[n] — d[n — 1] x u[n]
u[n] —uln —1]

= 4[n]

El proceso de recuperacién de z(t) o z[n], modificada por el procesamiento realizado por un sistema,
se denomina operacion de deconvolucidn. Un sistema inverso tiene como salida la sefial z(t), cuando su
entrada es y(t) = h(t) * z(t), por lo que el sistema inverso resuelve el problema de deconvolucién. Este
tipo de operaciéon es muy importante en el procesamiento de senales. Por ejemplo, en la transmisién
a través de lineas telefénicas es necesario agregar un sistema que sea el sistema inverso de la linea de
transmisiéon para poder disminuir el cambio de la senal de entrada producido por la linea.
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4.3. Causalidad en sistemas LTI

Ya vimos que un sistema es causal si la respuesta en un dado instante ¢y depende sélo del valor de
la entrada en ese mismo instante o en instantes previos, es decir que la relacién entrada-salida es tal
que y(to) depende de x(t) con t < tg. A partir de la expresiéon (7) podemos deducir que para que un
sistema LTI continuo sea causal debe cumplirse que los coeficientes de z(7) deben ser 0 para 7 > t.
Esto significa que h(t —7) = 0 para 7 > t o lo que es lo mismo h(t) = 0 para ¢ < 0. Similares
consideraciones valen para un sistema discreto. Por lo que podemos enunciar la siguiente propiedad.

Respuesta al impulso de sistemas causales

La respuesta al impulso de un sistema LTI causal cumple
hin] =0 n<0 o h(t) =0 t <0

Esto significa que la respuesta al impulso debe ser nula antes de que el impulso sea aplicado a t = 0.
Esto es consistente con la definicién de causalidad y puede verse de manera intuitiva. Recuerde que
la respuesta al impulso es la salida del sistema como respuesta a un impulso aplicado a ¢ = 0. Los
sistemas causales son no anticipativos, esto quiere decir que no pueden generar una respuesta antes de
que se aplique la senal de entrada. Requerir que la respuesta al impulso sea 0 para ¢ < 0 es equivalente
a decir que el sistema no puede responder antes de la aplicacién del impulso.

A partir de la respuesta al impulso, podemos ver que el sistema LTI descripto en el ejemplo 5 es causal.
El sistema desplazamiento temporal, para el cual h(t) = §(t — tg), es causal si ty > 0 y no causal para
to < 0. El sistema descripto en el ejemplo 4 es no causal, h[n] # 0 para n < 0.

Para un sistema LTI discreto causal, la suma de convolucién (3) puede escribirse de la siguiente
manera:

yln] = > z[klhln—k] = Zh

k=—o00

De manera andloga, para un sistema LTI continuo y causal, la integral de convolucién (7) es

y(t) :/t x(T)h(t—T)dT:/Oooh(T)x(t—T)dT.

— 00

Tenga en cuenta cémo han cambiado los limites de la sumatoria y de la integral en las ultimas dos
expresiones.

La condicién que la causalidad impone sobre la respuesta al impulso, h(t) =0 t < 0o h[n] =0 n <0,
es totalmente equivalente a la siguiente condicién.
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Condicién de reposo inicial

Si la entrada de un sistema LTI es 0 hasta un instante to (ng), la respuesta debe ser cero hasta
dicho instante,

Esta condicién se denomina condicion de reposo inicial del sistema, en inglés initial rest.

Si un sistema cumple con esta condicién se dice que esta en reposo inicial. Dicho esto de otra manera,
existe una doble implicacion entre la causalidad y la condicién de reposo inicial para un sistema LTI

LTT causal <= LTI en reposo inicial

Veamos primero porqué si el sistema es causal estd en reposo inicial. Para un sistema LTI causal
podemos asegurar que

Por lo que si la entrada es z(t) = 0 hasta ty, podemos afirmar que

/tt z(T)h(t — T)d’7'> u(t —to),

0

y(t) = <

es decir que y(t) = 0 t < tg, por tanto el sistema estd en reposo inicial.

Ahora veamos el otro sentido de la implicacién, es decir la afirmacién que si el sistema LTI estd en
reposo inicial, es causal. Ya que el sistema estd en reposo inicial, podemos asegurar que si z(t) = 0
si t < tg, entonces y(t) = 0 para t < to. En particular, fijando to = 0 y z(t) = 6(t), la condicién de
reposo inicial asegura que h(t) = 0 para t < 0, o lo que es lo mismo que el sistema es causal.

Ejemplo N° 13. Consideremos el sistema promediador mévil definido por

yln] = 5 (el — 1]+ ofn] + ol + 1]}

Este es un sistema LTI. Veamos si el sistema estd en reposo inicial, para ello supongamos como entrada
una sefal genérica z:[n] que cumple z[n] = 0 para n < ng. Calculemos y[ng — 1]
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ylno—1] = % {z[no — 2] + z[no — 1] + z[no]}

_ %{0—1—0—#:6[110]}

1

= gﬁf[no] #0

Vemos que y[ng — 1] # 0, por lo tanto el sistema no estd en reposo inicial. Podemos asegurar que el
sistema no es causal, ya que el sistema es LTI. Esto esta de acuerdo con la forma que posee la relacién
entrada salida del promediador.

Remarquemos que tanto la condicién de causalidad y la equivalencia con la condicién de reposo inicial
sOlo valen para sistemas LTI, al respecto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo N° 14. Consideremos el sistema incrementalmente lineal definido por

y[n] = 2z[n] +5

Este no es un sistema LTI, pero es un sistema causal. Veamos si el sistema esta en reposo inicial, para
ello supongamos como entrada una sefial genérica x[n] que cumple z[n] = 0 para n < ngy. Calculemos
y[no —1]

ylno — 1] = 2x[ng — 1] +5
=0+5
=5#0

Vemos que y[ng — 1] # 0, por lo tanto el sistema no estd en reposo inicial. En este caso la condicién
de equivalencia causalidad <> reposo inicial no se cumple, ya que el sistema no es LTL.

Si bien la nocién de causalidad se aplica a sistemas, es comun referirse a una senal como senal causal
si es nula para t <0, 0o n < 0.

4.4. Estabilidad de un sistema LTI

Recordemos que un sistema es BIBO estable si cumple que para toda entrada acotada, la respuesta
del sistema estd acotada. Esto significa que un sistema discreto es BIBO estable si se cumple que

|z[n]| < C ¥n = |y[n]| < B Vn.

Si aplicamos esta condicién a la suma de convolucién en (3) podemos obtener la condicién de estabilidad
de un sistema LTI discreto,
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lyln]l =| > [k]h[n — ]

< > |lK)llaln— &)

k=—o00

<Y |k,

k=—o0

valido para todo n. Por lo que podemos deducir que para que y[n] < B y por tanto el sistema LTI
discreto sea BIBO estable, su respuesta al impulso debe ser absolutamente sumable (3"32 _ . |h[k]| < oo.
Es posible demostrar que la condicién anterior es una condicién necesaria y suficiente para que un
sistema LTT discreto sea BIBO estable. Podemos resumir esto en el siguiente enunciado.

La respuesta al impulso de un sistema LTI discreto BIBO estable cumple

> |hlk]| <oo < sistema LTI estable discreto

k=—o00

Mediante un razonamiento similar se puede demostrar que un sistema LTI continuo es BIBO estable
si su funcién respuesta al impulso es absolutamente integrable.

La respuesta al impulso de un sistema LTI continuo BIBO estable cumple

(0.0}
/ |h(T)|dT < 00 <« sistema LTI estable continuo
—00

Un ejemplo de un sistema discreto BIBO estable es el sistema desplazamiento temporal, cuya respuesta
al impulso es h[n| = d[n — ng), ya que

[o.9]

Y lo[n—noll =1

n=—oo

Mientras que el sistema sumador continuo, cuya respuesta al impulso es h(t) = wu(t), no es BIBO
estable ya que su respuesta al impulso no es absolutamente integrable
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/OO |u(t)|dt = oo.

—0o0

5. Respuesta al escaléon de un sistema LTI

Ademés de la respuesta al impulso existe otra senial que se utiliza para caracterizar sistemas LTI,
denominada respuesta al escalon.

Respuesta al escalén
s(t) =TH{u®)} o s[n]=T{uln]}

Teniendo en cuenta la definicién de la respuesta al escalén y utilizando las relacién de convolucién
para un sistema LTI discreto, podemos ver que s[n] = u[n] * h[n|; desde la cual podemos obtener las
relaciones que vinculan s[n] y h[n]:

s[n] = z”: hlk] s[n] — s[n — 1] = h[n]

k=—o00

De forma anéloga, para un sistema continuo encontramos que

6. Sistemas LTI continuos descriptos por ecuaciones diferenciales

Una gran cantidad de sistemas continuos tienen su relaciéon entrada-salida descripta por una ecuacién
diferencial. Para que una ecuacién diferencial represente la relacion entrada-salida de un sistema LTI,
debe un cumplir un conjunto de condiciones que discutiremos a continuacién.

Sistemas LTI continuos descriptos por ecuaciones diferenciales

Para que una ecuacion diferencial describa la relacién entrada-salida de un sistema LTI debe ser
lineal, poseer coeficientes constantes y tener todas sus condiciones iniciales nulas. La expresion
general de este tipo de ecuacion diferencial es

dNy(t) Nﬁla d'y(t) _ gjb d*x(t)
dtNV Rtk Rtk
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donde y(t) es la salida y z(t) es la entrada del sistema; los coeficientes ay y by son constantes
reales y N es el orden de la ecuacién o dimensién del sistema (se corresponde con el mayor orden
de la derivada de y(t)). Consideramos z(¢) = 0 hasta el instante ¢y (“instante inicial”).

Como dijimos las condiciones iniciales de la ecuacién diferencial deben ser todas nulas para que
represente la relacién entrada salida de un sistema LTI, dicho de otra manera,

Si consideramos un sistema en general (posiblemente no LTT) cuya relacién entrada salida estd especi-
ficada por una ecuacién diferencial, la solucién y(t) no se encuentra completamente determinada por
la ecuacion diferencial, es necesario especificar un conjunto de condiciones auxiliares o iniciales. Dife-
rentes elecciones de estas condiciones iniciales guian a diferentes relaciones entrada-salida. En general
estas condiciones iniciales consisten en especificar los valores de

para algun valor de tg. El nimero de condiciones iniciales coincide con el orden de la ecuacion diferen-
cial, asi para una ecuacién de primer orden debemos especificar una condicién inicial. Las condiciones
inictales resumen toda la informacion acerca del pasado del sistema que es necesaria para determinar
salidas futuras. No es necesaria informacion adicional sobre la salida o entrada en instantes previos al
constderado como inicial.

Un ejemplo de un sistema descripto por una ecuacién diferencial del tipo (10) es el sistema definido
en un circuito serie RC, en el que la entrada es la tensién de la fuente z(t) = V,(t) y la respuesta es
la tension en los extremos del capacitor y(t) = V,(t). La ecuacién diferencial que describe la relacién
entrada-salida para este sistema es la ecuacién diferencial de primer orden

W) | y(t) = )

Para que esta relacion entrada-salida corresponda a un sistema LTI, la condicién inicial debe ser
y(to) = 0, es decir el capacitor debe encontrarse descargado.

Recordemos que una solucién particular de una ecuacién diferencial es una solucién en que todas las
constantes en la expresién de la solucién estan especificadas. Por el contrario, la solucién general posee
todas las constantes indeterminadas. La solucién particular se obtiene evaluando la solucién general
en las condiciones iniciales de (10).

La solucién de la ecuacién (10) puede expresarse como

y(t) = yp(t) + yn(t)
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donde y,(t) es una solucién particular de (10) y yn(t) es la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea

dNyh(t) N-1 dkyh(t)
Gy T 2 g

=0 (11)

Veamos porqué es necesario que las condiciones iniciales de la ecuacién 10 sean todas nulas para que
represente la relacion entrada-salida de un sistema LTIL. El cumplimiento de esta condicion asegurard
ademds que el sistema es causal.

Para comprender la razén de la afirmaciéon anterior, consideremos el sistema LTI de primer orden
descripto por la siguiente ecuacién diferencial

dzii(:) +ay(t) = z(t).

con condicién inicial y(0) = yo y z(t) = 0 para ¢t < 0. Primero obtengamos la relacién entrada-salida
del sistema para t > 0. La solucién completa de la ecuacion es

y(t) = yn(t) + yp(1).

donde yp, (t) es la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea y y,(t) es una solucién particular
para la ecuacién diferencial inhomogénea.

La ecuacién diferencial homogénea

dyn(t)
t) =
tiene como solucién
yn(t) = Ce .

Podemos obtener la solucién y,(t) de la inhomogénea, por el método de variacién de la constante en el
que se propone como solucién y,(t) = C(t)e~ . Si se remplaza esta solucién en la ecuacién diferencial
inhomogénea se puede obtener la dependencia explicita de C(t). La solucién y,(t) queda expresada
como

¢
/ :E(T)e’”dT} e .
t=0

Sumando y(t) y yp(t) obtenenemos la solucién

wl®) = {

25



y(t) = Ce ™ + {/tt :C(T)e‘”dT} e (12)

=0

Esta solucién es vélida para t > 0 y la constante C' se determina exigiendo que la solucién cumpla con
la condicién inicial y(0) = yo, por lo que la solucién final es

t
y(t) = yoe  + {/t_ox(T)eaTdT} e ot t>0.

Veamos ahora que ocurre para t < 0. Para ver cémo es la solucién en este rango de ¢ utilizaremos
la condicién de que la entrada x(t) es nula hasta 0. Ya que z(t) = 0 para t < 0, la solucién en este
intervalo coincide con la solucién de la ecuacién homogénea (11)

y(t) = yoe ™ t < 0.

La salida para todo el rango de valores de t es por tanto

t

(®) = e "u(=0) + (e +{ [

=0

x<7)e%} e_“t> u(t) (13)

Para que el sistema sea lineal, a partir del principio de superposicién dedujimos que el sistema debe
cumplir la condicién

sioxz(t)=0,Vt, = yt)=0VWt

Por lo que para que la solucién (13) cumpla con la linealidad del sistema, el valor de la condicién inicial
debe ser nulo, yg = 0.

Ademas si sabemos que el sistema es LTI y causal, conocemos que el sistema debe cumplir la condicién
de reposo inicial, es decir debe cumplir,

() =0 (t<0)—= y(t)=0 (t<0)

Observando la expresién de la solucién (13) para ¢ < 0, vemos que para cumplir con esta condicién el
valor de yg = 0.

Remarquemos el resultado que hemos obtenido. Un sistema cuya relaciéon entrada salida esta
descripta por la ecuacién (10) con condiciones iniciales nulas, es un sistema LTI causal. Si
z(t) = 0 para t < 0, su solucién es
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plE) = {/tiox(T)e_a(t_T)dT} u(t). (14)

Si el sistema descripto por (10) no cumple con la condicién de reposo inicial, el sistema ni es
LTI, ni es causal.

A yp,(t) se le denomina respuesta natural o libre del sistema. Observe que yy(t) se obtiene igualando
a cero la entrada del sistema (z(t) = 0), por lo que a yp(t), se la denomina también respuesta a
entrada nula (y.;(t)). La respuesta a entrada nula y.;(t) s6lo depende de las caracteristicas del sistema
descripto por la ecuacién diferencial y de la condicién inicial o estado inicial del sistema.

La solucién y,(t) depende de las caracteristicas del sistema y de la senal de entrada considerada. Se la
denomina también respuesta forzada o respuesta en estado nulo.

La respuesta al impulso h(t) del sistema LTI descripto por (10), se puede obtener remplazando la
entrada en esta ecuacién diferencial por el impulso 6(¢) y fijando las condiciones iniciales en 0.

dVn(t) N dFm() drs(t) ,
dtN Z ag I Zbk Ik c.i. — nulas

Es posible obtener la respuesta al impulso como solucién de la ecuacién diferencial, esto tiene la
dificultad de que debemos resolver una ecuacién diferencial en que aparecen las funciones singulares
d*s(t)

dt*
basados en transformadas que permiten obtener h(t).

. No utilizaremos este método para hallar h(t). Posteriormente en el curso describiremos métodos

En el caso particular en que el sistema es de primer orden (ver ejemplo ), N =1 en ec. (10),

dh(t) _
7 + ah(t) = 5(t),

podemos utilizar la solucién dada por la expresion (14) para hallar h(t) (condiciones inciales nulas en
t = 0, sistema en reposo inicial),

h(t)

/t io 5(T)e—a<f—f>d7} u(t)

e u(t)

7. Sistemas LTI discretos descriptos por ecuaciones en diferencias

El mismo rol que poseen las ecuaciones diferenciales para describir sistemas continuos, lo tienen las
ecuaciones en diferencias en la descripcién de sistemas discretos.
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Sistemas LTI discretos descriptos por ecuaciones en diferencias

Para que una ecuacion en diferencias describa la relacion entrada-salida de un sistema LTT
discreto debe ser lineal, poseer coeficientes constantes y tener todas sus condiciones iniciales
nulas. La expresién general de este tipo de ecuacién diferencial es

N M
> aryln—k] = bpz[n — k] (15)
k=0 k=0

donde y[n] es la salida y z[n] es la entrada del sistema; los coeficientes ay y by son constantes
reales. El orden N en la ecuacién es igual al mayor retardo temporal que aparece en los términos
que contienen la salida y[n], es decir y[n — N]. Consideramos x[n] = 0 hasta el instante ng
(“instante inicial”).

Como dijimos las condiciones iniciales de la ecuacién en diferencias deben ser todas nulas para
que represente la relacion entrada salida de un sistema LTI. En este caso las condiciones iniciales
o auxiliares consisten en especificar los N valores

y[nO_l]v y[n0_2]7 7y[n0_N]'

Por ejemplo, la ecuacién en diferencias que describe la relacién entrada salida de un acumulador discreto
es

yln] —yln —1] = z[n],

la cual es de primer orden, N = 1.

De manera andloga a las ecuaciones diferenciales vistas en el seccién anterior, una ecuacion en diferen-
cias puede resolverse de manera exacta. La solucién en este caso es

y[nl = yn[n] + yp[n],

donde yy[n] es la solucién de la ecuacién en diferencias homogénea

N
Z aryln — k] =0
k=0

¥ Yp[n] es una solucién particular de la ecuacién en diferencias completa o inhomogénea. También en
este caso la solucién de la ecuacién homogénea se denomina respuesta natural o respuesta a entrada
nula del sistema y la solucién de la inhomogénea se denomina respuesta natural o respuesta a entrada
nula.

La ecuacién (15) no especifica completamente la relacion entrada-salida del sistema, para esto es
necesario especificar N condiciones auxiliares o iniciales.
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Si el sistema LTT es causal, como ya indicamos, cumple con la condicién de reposo inicial, es decir
cumple con la condicién de que si z[n] = 0 para n < ng entonces y[n] = 0 para n < ng. Esta condicién
especifica completamente la solucién de la ecuacion en diferencias.

Sistema LTI recursivo

Una forma alternativa de expresar (15) es

1 M N
i) = {3 bl =K = 3ol - (16
0 (k=0 k=1

Esta ecuacién expresa de manera explicita y[n] como funcién de los valores previos de la entrada
y la salida del sistema. El sistema representado por una ecuacién en diferencias del tipo 15, o lo
que es lo mismo por la ecuacién 16, con N > 0, se denomina sistema recursivo.

Observando la ultima expresién, vemos la necesidad de especificar las N condiciones iniciales, ya que
para calcular la respuesta del sistema y[n] empezando en ngy deberemos especificar y[ng — 1], y[ng — 2]
., Y[no — N| conjuntamente con los valores z[ng — 1|, x[ng — 2] ..., z[ng — M].

Si N > 0, la ecuacién (16) es denominada ecuacion recursiva ya que especifica un procedimiento
recursivo para determinar la respuesta del sistema en funcién de valores de la entrada y de valores
previos de la salida.

Sistema LTI no recursivo

Si N =0, la ecuacién (16) se reduce a

yln] = ) — x[n— k] (17)

esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion no recursiva ya que no son necesarios valores previos
de la salida para especificar el valor y[n], representa un sistema no recursivo. En este caso
especial no necesitamos especificar las condiciones auxiliares para determinar y[n], ya que la
ecuacion en diferencias es de orden N = 0.

La determinacion de la respuesta al impulso de sistemas LTT discretos puede hacerse de manera directa
a través de (16), mediante la expresién

h[n] :alo{z bké[n—kz]—Zakh[n—k]}. (18)

Si la ecuacién en diferencias que especifica el sistema es no recursiva, N = 0 en la expresion anterior,
la respuesta al impulso es
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bn,
hln] = { ag
0 en cualquier otro caso.

<n<
0<n<M (19)

Observemos que en este caso la respuesta al impulso tiene un niimero finito de términos distintos de 0, o
dicho de otra manera, tiene una duracion finita, por este motivo a este tipo de sistemas se los denomina
sistemas de respuesta al tmpulso finita o abreviadamente sistemas FIR, siglas de la denominacién en
inglés finite impulse response. Observemos que la ecuacién (17) no es més que la suma de convolucién

yln] = 27 oo hlk]x[n — k.

En el caso de que N > 0 en la expresion (18), la respuesta al impulso del sistema tiene en general
una duracién infinita o lo que es lo mismo, un nimero infinito de términos. Sistemas de este tipo se
denominan sistemas de respuesta al impulso infinita o sistemas IIR, del inglés infinite impulse response.

Ejemplo N° 15. Consideremos el sistema LTI acumulador discreto, cuya relacion entrada-salida esta
descripta por la siguiente ecuacién en diferencias de primer orden

yln] —ayln—1] =z[n] o  y[n] =z[n]+ayln—1]
y calculemos su salida para la entrada para z[n] = Kd[n]. Esta es una ecuacién recursiva (ecuaciéon
en diferencias de primer orden) en la que necesitaremos especificar una condicién inicial para hallar
y[n]. Para la entrada especificada, x[n] = 0 para n < 0. Ya que el sistema es causal, la condicién de

reposo inicial implica que y[n] = 0 para n < 0, por lo que tomamos como condicién inicial y[—1] = 0
y a partir de n = 0, utilizamos la ecuacién 16 para determinar y[n],

y[0] =K6[0] + ay[—1] = K
y[1] =K4é[1] + ay[0] = aK
y[2] =K6[2] + ay[l] = a*K

y[n] =Ké[n] + ay[n —1] = a"K.

La salida del sistema para la entrada especificada es

y[n] = a"Kuln].

La respuesta al impulso del sistema se obtiene haciendo K =1

Ya que la respuesta al impulso tiene un ntimero infinito de términos es un sistema IIR, lo cual es
consistente con el hecho de que es un sistema recursivo.
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8. Representaciéon en diagramas de bloques:

Una caracteristica muy importante de los sistemas LTI descriptos por ecuaciones diferenciales o por
ecuaciones en diferencias es que pueden ser representados mediante la interconexién de bloques de
operaciones elementales. Este tipo de representacién facilita el analisis del sistema. Ademés la repre-
sentacion mediante diagrama de bloques es de considerable valor al momento de simular estos sistemas
en computadoras o de implementar un hardware que realice las operaciones del sistema.

Veamos un ejemplo de la representacién mediante diagrama de bloques de un sistema LTI discreto
descripto por

y[n] + ay[n — 1] = x[n]
Para representar el sistema mediante los bloques de operaciones elementales, es conveniente escribir la
ecuacion en diferencias del siguiente modo

y[n] = z[n] — ay[n —1]

El diagrama de bloques que representa este sistema se muestra en la figura (9).

x[n] , y[n]
X

3
A

ay[n-1] &
1 |
d

Figura 9: Diagrama de bloques que representa el sistema y[n] + ay[n — 1] = z[n]

Para ver la representacién mediante diagramas de sistemas LTI continuos consideremos el siguiente
sistema

WO | ay(t) = =01

Es conveniente escribir la ecuacién diferencial del siguiente modo

ldy 1
y, 1
a

y(t) = R z(t)

El miembro derecho de la ecuacién indica que para hallar la expresion explicita de y(¢) necesitamos tres
operaciones: multiplicacién por una constante, suma y diferenciacién. La representacién del sistema se
muestra en la figura 10.
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dy D
dit

dy(t
Figura 10: Diagrama de bloques de sistemas continuos del sistema Zji(t ) +ay(t) =

x(t)

Si bien la representacion del sistema de la figura 10 es valida, no es la representacién que se utili-
za normalmente, ya que los bloques de diferenciacion son dificiles de implementar en la practica y
extremadamente sensibles a errores y al ruido. Para obtener una mejor representacién escribamos la
ecuacién diferencial del siguiente modo

dyd(f) — _ay(t) + 2(t).

e integremos la expresiéon entre los limites —oo y t.

t

y(t) = [ lo(r) —ay(r))ar

—00

Si el sistema es LTI causal, debido a la condicién de reposo inicial, la integral da el valor de y(t).

De esta manera, podemos representar el sistema mediante un diagrama de bloques que solo conste de
las operaciones de suma, multiplicacién por un coeficiente e integracién. En la figura 11 se representa
del sistema mediante el integrador y se muestra una representacion del bloque integrador.

Los integradores son mucho mas faciles de implementar en la practica que los bloques de diferenciacién,
y no son tan sensibles al ruido. Es importante observar que en el caso continuo, la existencia de un
bloque integrador en un sistema impone la necesidad de que el sistema tenga memoria.

Otra manera de escribir la expresién que da la respuesta del sistema mediante el integrador es

y(t) = y(to) + [ [a(r) — ay(r)]dr,

to
la cual hace evidente que necesitamos especificar la condicién inicial y(to) para poder hallar y(t). El
valor de y(tg) es el valor guardado en el integrador al tiempo ¢.

Si bien hemos mostrado los bloques béasicos que representan sistemas discretos y continuos de primer
orden, es posible interconectar estos bloques para representar y simular sistemas de mayor orden como
veremos posteriormente.
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(1) 7 y(t)

<

a

Figura 11: Diagrama de bloques de sistemas continuos: el integrador en remplazo del
diferenciador.
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