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La Transformada de Laplace:

X(s) = /OO z(t)e Stdt § =0+ Jw
b 1x(s)
X(s)=L{z(t)}
z(t) + L — X(s) W
plano s

Region de convergencia (ROC) = conjunto de valores de s para los cuales
existe la transformada de Laplace de la senal.



Relacion entre las transformadas de Laplace y Fourier:

X(s) = / T a(t)estdt X(jw) = / T a(t)e—itdt

plano s

La transformada de Fourier de una sefial es la evaluacion de su transformada de Laplace
para s=jw, es decir en el sobre el eje jw.



Ejemplo:

X(s) = / e~ “u(t) e *dt
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x — X (s —
a—+ Jw



=
N i do
~—
—
|
——
Va)
——
QO
R - da
Qu.. ~ 0 = _r =4
-+ |(@nx|
..... |
~—
— ~
]
I _
—~ ——
L Dpnu
> 3
......................................................... N\ —
—— +
@D 3 w
—— .
- | o
....................................................... R 3 - |_|
N Q
] w —
G I
w V_A —~
L
Y | S
Q ——
VS
o, N —~
\nyl N——"
% ML



Ejemplo:

1
S+ a

()

Re{-a}

—_— e e = === === =

Re{s} < Re{—a}




Re{s} > —a

S+ a

e~ “u(t)

1
S+ a

Re{s} < —a




Convergencia de la transformada de Laplace: 00
X (s) E/ z(t)e *tdt
X(s) = [T z(t)emoHiwliqy
— f —Jt 6 Jwtdt

= F{xz(t)e "}

X(s) = F{z(t)e "}

/ [z (t)e 7" |dt < o0

— 0

La transformada de Laplace X(s) de una sefal x(t) converge, y por tanto existe, para
valores de s para los cuales existe la transformada de Fourier de x(t)e®, siendo
o=Re{s}.



Ejemplo:

—at L 1 .
e”“u(t) <« P Re{s} > —a
z(t) = 3e *"u(t) — 2e fu(t)

2() = 3e~2u(t) <5 5 Refs} > —2

s+ 2
o) = 2e~tu(t) < L Refst> -1

s+ 1

2 — 1

X (s) > ° Re{s} > —1




Ejemplo: 1
—at ) L N —
e~ tu(t) o lelst>-a
_ 9,—t 1/2t, (_
z(t) = 2¢” " u(t) + 3¢/ fu(~t) —emty(—t) £ —— Refs}<—a
S+ a
gjl(t) — 2€_t”U,(t) @ 2 R@{S} > _1
s+ 1
To(t) = —3e!/? tu(—t) > . Reist <—=(=1/2)
s+ (—1/2)
9 3 2(4 + s)

_ — —1<R <1/2
s+1 s—1/2 2s24s—1 esr <1/



Polos y ceros de X(s):

Cbes™ b1 b, b (55— 21)(5— 22)..(s — Zm)

X (s —
(5) s +a1s" P+ tan,  a, (s—p1)(s—p2)...(S— pn)
z; — ceros 1=1...m
p; — polos 1=1...n
)
polo :
Y 3
X 2
Diagrama de
polos y ceros v 10 & _
O
CeT0 \\
\Q X -
O ,

Este tipo de transformadas racionales siempre aparecen en dos casos importantes:

» cuando las sefales son combinaciones lineales de exponenciales reales o complejas

» cuando examinamos los sistemas LTI especificados por ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes.



2s +4 5 s+ 2

X(S):32+4s—|—3: (s+1)(s+3) Re{s}>—1
®
O
-3: ) o)

bo (s — 21)(8 — 22)...(5 — 2m)
ao (s —p1)(s —p2)...(s — pn)

Salvo por un factor de escala (b _/a ), X(s) esta completamente especificada por el
diagrama de polos y ceros.



Ejemplo:

252 + 5s+ 12
X = : —1
(s) B 1 452+ 145 - 20 ROC : Re{s} >
X(s) = o (8 = (=1.25 + 2.115)) (s — (~1.25 — 2.11,))
(5= (=2)(s—(=1+33)) (s = (-1—43))
1
X(s) = 2—|— ’ x
S + , o
1y,
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1 1 S
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Ejemplo:
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Propiedades de la Region de Convergencia (ROC):

Propiedad 1: la ROC de X(s) consiste en el plano s completo o en semiplanos del plano s
cuyos limites estan dados por lineas verticales paralelas al eje Re{s}=0 (eje jw) del plano s.

Propiedad 2: la ROC de las transformadas racionales no contiene ningun polo. Ademas
para este tipo de transformadas, la ROC esta limitada por los polos o se extiende al infinito.

~ bos™ + bis™ 1+ ... +0,, bo (58— 21)(5— 22)..(5 — 2m)

X(s —
( ) aosn —|—a18”_1 —|_ —'—a/n (05 (S _p1><8 —pz)(S _pn>

Propiedad 3: Si x(t) es de duracion finita y es absolutamente integrable, la ROC es el plano s
completo.

x(t) de duracién finita r(t) =0 si t<t; y t>t



Propiedad 4: si x(t) es una sefial derecha, esto
es x(t)=0 para t<t,, si existe X(s) su ROC es de

la forma Re{s}>c__, donde o__ es la parte real

maxima de cualquiera de los polos de X(s). Por
tanto, la ROC es el semiplano infinito a la
derecha de la linea vertical Re{s}=0__, de esta

manera todos los polos quedan a la izquierda
de la linea.

=

-

x(t)

N

t




Propiedad 5: si x(t) es una sefal izquierda,
esto es x(t)=0 para t>t,, si existe X(s) su ROC

es de la forma Re{s}<o ., donde o __es la parte

real minima de cualquiera de los polos de X(s).
Por tanto, la ROC es el semiplano infinito a la
izquierda de la linea vertical Re{s}=0__, de esta

manera todos los polos quedan a la derecha de
la linea.




Propiedad 6: Si x(t) es una sefal bilateral o lo
gue es lo mismo de duracion infinita, si existe
X(s), su ROC es un semiplano del plano s
definido por o,<Re{s}<o,, donde o,y G, son las

partes reales de dos polos de X(s). De esta
manera, la ROC es una banda paralela al eje
s=jw limitada por las lineas verticales que
pasan por los polos.

________x_______
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r(t) = — e tu(—t) — e *u(t)
ROC : -2 < Re{s} < —1




Ejemplo:

—b< Re{s}<b b>0




La transformada inversa de Laplace

c+j00

X (s)e®ds



Tabla 1: Transformada de Laplace de funciones elementales

Senal Transformada ROC
&(t) 1 Toda s
1 .
u(t) - Re{s} >0
fu]
1
—u(—t) - Re{s} <0
fu]
ety (t) ! Re {s} > —Re{a}
] s+ i
—e My (—t) ! Re {s} < —Re{a}
] s+ i
T”_l 1
m”“) - Re{s} =0
T”_l 1
~o ) = Re{s} <0
]‘”_l,f‘_m 1
—(H_”!”(T] Gra)y Re {s} > —Re{a}
s
cos(wpt)u(t) m Re{s} >0
“ ] 0
" " P R
b(‘IIIf(L.ﬂT_]HIfT_] g2 — (;_?ﬁ e {b} -
o (s +a) J __
e “eos(wot)u(t) Gral+a? Re{s} > —u
Wy

e *sen (wot ) u(t)

(5 + Il'_]z + (L?ﬁ

Kf{s} > —Q




Ejemplo:

252 + 55 + 12
X(s) = : —1
)= Sraerasta0 FOC: Retsh>
— (=1.25+2.115)) (s — (—1.25 — 2.11;
;X(s)::Q(S (=1.25 +2.115)) (s — (=1.25 j))

(s =(=2)) (s = (=1+73)) (s = (=1 —-33))

X“y:&iz+%(»+&¥3ﬂ)+%<8+d:3ﬁ>.

Pole-Zero Map
X

3
a=[1 4 14 20]; £
1
[r p kl=residue(b,a) <
[z p Gl=tf2zp(b,a) g
Hsys=tf(b,a): E2 0
pzmap (Hsys) '%2 15 1 0.5

Real Axis (seconds ™)






Propiedades de la transformada de Laplace

71(t) <=  Xi(s) ROC= R,

7o(t) =5 Xo(s) ROC = R,

a) Linealidad

azi(t) +bwa(t) <+ aXi(s)+bXa(s) ROCO RN R,

Esta notacién significa que la ROC incluye al menos a la interseccién de los
conjuntos R, y R,. Usualmente tendremos que la ROC es el conjunto

interseccion, pero debemos tener presente que puede haber casos en que la
ROC es mayor que el conjunto interseccion.



ROC : Re{s} > —1

ROC : Re{s>}—1

1 (s41)

1

(s+2)(s+1) [(s4+T)(s+2)

ROC : Re{s} > —2

(s +2)



Podemos resumir una regla general para determinar la ROC de una transformada
racional, al aplicar las propiedades como la de linealidad, en los siguientes pasos:

* Escribimos la transformada X(s) su formato polo-cero. Esto nos permite
determinar si existen cancelaciones polo-cero.

* Realizamos la interseccion de cada una de las ROC's de los términos, como
X,(s) y X,(s) en el elemplo. Si la interseccion no es vacia, la operacion nos

permitira determinar una region en el plano s.

* Extendemos los limites derecho e izquierdo de la region hasta el polo mas

cercano de X(s) o hasta +/- co, teniendo en cuenta las posibles cancelaciones
polo-cero de la forma racional final de X(s).



Ejemplo:

X(s) = X1(s) + Xa(s)

X, (s) = Sig ROC : Re{s) > —3

Xy(s) = (s—|—2)1(3—|—3) ROC : —3 < Re{s} < —2.
X(s) = sis i (S—|—2)1(s—i—3) :Ls/mm B (S—|1—2)'
X(s) = (siz) ROC : Re{s} < —2



Desplazamiento en el tiempo

v(t—t,) <+ L — e X(s) ROC=R
Inversién temporal
z(—t) <+~ X(-s) ROC=-R
Diferenciacion en el dominio del tiempo

d;;it) RN sX (s) ROCDOR

Convolucion

xl(t) * CI?Q(t) —— Xl(S)XQ(S) ROC D R{ N Ry



Analisis y caracterizacion de sistemas utilizando la transformada de Laplace

G o y()=h(e)ex()
X (S) itro Y (s)=H (s) X (s)

Funcion de Transferencia o B o0 o
Funcion del Sistema = | H(s)= /_OO h(t)e™*"dt

S




Causalidad en sistemas LTI

H(s) = Lih(t);

Sistema causal >

La region de convergencia de un sistema causal es
un semiplano derecho en el plano s. lincluimos en
este caso la posibilidad de que la ROC sea todo el
plano s.

h(t)=0 t < 0

Si el sistema es causal y su H(s) es racional, la condicién de causalidad es totalmente
equivalente a la condicion de que la ROC de H(s) es un semiplano derecho, extendiéndose

hacia la derecha de su polo con mayor parte real.

[N

R




Ejemplos

causal
1
ht) =e tu(t) <+  H(s)= 7 Befs}> -1
no causal
—2
M) =eltl s H(s) = — 1< Re{s} <1

s2 —1



Estabilidad en un sistema LTI

Sistema Bibo estable si —»/ (t)|dt < oo —> H(jw) = F{h(t)}

Un sistema LTI es estable si y solo si la ROC de la funcion transferencia del
sistema incluye el eje s=j w

5
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Ejemplo:
2 1 1 1

_ (s—1)
H) = 53 De-2 ~3s+1 35-2

)

ROC — Re{s) < —1 \
h(t) = —=e~tu(—t) - %e%u(—t) \

ROC — —1<Re{s}<2




Ejemplo:

(s—1) > 1 1 1
H(s) = — = —
(5) (s+1)(s—2) 33+1+ s —2
| ®
o
2 1., o
h(t) = —e "u(t) + 3¢ u(t) '

ROC — Re{s} > 2

Un sistema LTI con funcidn H(s) racional es estable y causal, si y solo si todos
los polos del sistema poseen parte real negativa.



Sistemas LTI causales caracterizados por ecuaciones diferenciales

N M
d*y(t) dhe(t)
Zakw — Zbkw c.i. nulas
k=0 k=0
M k
A brs
H(s) ]’i]—o -
Zk:() Qags
M N
ceros Z brs® =0 polos Z ars” =0
k=0 k=0

Es importante observar que la ecuacion diferencial determina la funcion H(s), pero para
especificar la ROC de H(s) debemos imponer condiciones sobre la solucion de la
ecuacion. Si el sistema es LTI causal, la ROC es el semiplano derecho que se extiende a

la derecha del polo con mayor parte real.

Ya que los coeficientes a_y b, son numeros reales, los polos y ceros (raices del

numerador y denominador) son reales o si son complejos, aparecen en pares de un
complejo y su conjugado.



Ejemplo

dyt) | dylt) . dy(t) dx(t)
11 15y(t) = —
773 +5 12 + o + 15y(t) o x(t)
—1 0. 2 2
H{s) — (s—1) ~ —0.50 0.25 0.25

s&+%z+ﬂs+l5_s+3_+s+ﬂ00—ﬁMMf+&+ﬂOU£ﬂﬂm

b=[1 -1];

a=[1 5 11 15];

[r p kl=residue(b,a);
[z p G]=tf2zp(b,a)
Hsys=tf(b,a);

pzmap (Hsys)
axis([-4 1 -2.5
2.51),;
omega=[-3:0.05:3];
figure;
H=freqs(b,a,omega);
plot(omega,abs(H));



Imaginary Axis (seconds™)

p1 = —1+ 27,

p2 = —1-27,

Respuesta en frecuencia

Pole-Zero Map 0.16
2F x
0.14
1 5
_0.12
(O SELLLTTTTETTIrE 9 = 8 R NN AR AR ERENEENRSREE R RN R RN RREEE )3 é
T
— 0.1
_1 5
0.08
2F x
-4 -3 -2 -1 0 1 0.06
Real Axis (seconds™) -3






Modelo de polos y ceros de un sistema causal

252 4+ bs + 12
s3 + 452 + 14s + 20

H(s) = ROC : Re{s} > —1

polos — p1=-2, pp=—-14+33 y p3=—-1-73
ceros — z1=—12504211y, y 20=-—-1.25-2.11y

H(s) = 3—1—2) +% (s—(—11—|—3j>) +% <3_(—11—3j))

e *u(t) <+ L — . _|1_ > Re{s} > —2
e~ U=3ty(t) « L — o (11_ 37) Re{s} > —1
e~ UH3ty(t) « L — oy (11+ 3) Re{s} > —1
h(t) = e *u(t) + %e_(l_Sj)tu(t) -+ %6_(1+3j)tu(t)

= e~ 'u(t) + e teos(3t)u(t)



Interpretacion en el dominio del tiempo:
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Interpretacion en el dominio de la frecuencia:

S 1

2o Re{s} > —=

H(s) = >

cero — s =0, polos — 512 = —1/2+ —jV3/2

IH(s)|




Diagramas de bloques para sistemas en tiempo continuo

Funcién
Transferencia
de sistemas
en serie

Funcion

de
transferencia
de sistemas
en paralelo

X(s)

Hi(s)

Xis)

X(s)

Y 1(s) Y(s)
HZi{=s) -
Y(s)
H1i{s)Hi(s) -
Hlis)
1 Yis)
(+} -
HZis) —\lr

His)+H2(s)

Yis)




E(s) Yis)

Funcion de He
Transferencia X(s) + -
de un sistema j‘?
realimentado
H2(s) -————

. H1 (S)
Yis) =1 Hy () o (s) " (5)
Hy(s) = —at8)__x(y)




La transformada unilateral de Laplace

X(s) = /000 z(t)e *'dt
X(s)=ULA{x(t)} z(t) <« UL— X(s)

UL{x(t)} = L{z(t)u(t)}

La ROC de la transformada unilateral de cualquier sefial x(t) es siempre
un plano derecho en el plano s.



Ejemplos:

e A
Xi(s) = / Ae *'dt = — Re{s} >0
0

S

Xa(s) = / 5(t)e *'dt =1 para todo s
0

1
S+ 2

X3(s) =/ e e Stdt =
0

Re{s} > —2



Propiedad de diferenciacion en el tiempo

UL { dzgt) } - /0 h dfiit)e—stdt = 2(t)e "] + 5 /0 " e(t)estdt

= sX(s) — x(0)

. —st __
tlgglo z(t)e *" =0

dx(t)
dt

«— UL — sX(s)— z(0)

d*z(t) 2 !
- <~ UL — s°X(s) —sz(0) — 2'(0)
dndxt(t) UL~ s"X(s) = s"'2(0) = s"%2'(0) — ... —a"7(0)




Solucion de ec. diferenciales utilizando la transformada unilateral de Laplace

d’y(t) | ,dy(t) _ _
7t + SW + Q?J(t) — x(t) z(t) = 2u(t)
H(s) = ! = ! ROC — R 1
(S)_82—|-38—|—2_(8—|—1)(8—|—2) = fesl > =
X(s) = % con ROC dada por Re {s} > 0
2
Y(s) =H(s)X(s) = SGrDGED) ROC — Re{s} > 0.

y(t) = [1—e "+ e ] ult)



s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + 3sY (s) — 3y(0) + 2Y (s) =X (s)

2
s?Y (5) — 834+ 5+ 3s5Y(5) — 9 +2Y(s) ==
S

2/s+3(s+3)—5 1 1 3
Y —= = - —
(5) s2 4+ 35+ 2 S S—|—1+S—|—2

y(t) = [1 — et 4 3e " |u(t) para t > 0
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