4 Funciones Inversas

4.1 Definicién de funcién inversa

Muchas veces, estando dos variables ligadas por una relacién funcional y = f (x), es conveniente
explicitar la relacién en la variable implicita: * = g (y). Sélo por dar un ejemplo. Sabido que
la posicién x transcurrido un tiempo t surge de la relaciéon x = xg + vt, se quiere averiguar
cudnto se tardard, bajo las mismas condiciones, en llegar a un punto x partiendo desde xo.
La solucién del problema es una funcién inversa: ¢t = *=*. En este capitulo estudiaremos
aspectos generales del proceso de inversién de funciones y su aplicacién a las funciones que
venimos estudiando y a otras nuevas.

Si se piensa a una funcién f : A — B como una accién que transforma los puntos de
un conjunto A en puntos de otro conjunto B, serd facil imaginar una accién inversa que los
devuelva a su forma original. Para que esa accién inversa esté bien definida también ella como
una funcién, digamos, g : B — A, serd necesario que f no haya mezclado puntos. Porque si
hay dos puntos distintos, 1 y x2 tales que f(z1)= f(xz2) =y, g no tendrd cémo decidir si
g(y) =x1 6 g(y) = xe. Las funciones que no mezclan puntos, es decir que no envian puntos
diferentes a la misma imagen, se llaman inyectivas o uno a uno. Hay un modo de decirlo sin
negaciones:

Definicién 1: Una funcién f es inyectiva si

f(z1) = f(z2) = 21 =22, (1)

Si la miramos sobre el grifico, la condicién de inyectividad se manifiesta de la siguiente
manera: f es inyectiva si ninguna recta horizontal corta al gréfico en mas de un punto. La

funcién . y = % es inyectiva (fig. 4.1), pero y = 2% — 2 no lo es (fig. 4.2).
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Funcion inyectiva: si una recta Funcion no inyeptiva: existe

horizontal corta al grafico, lo alguna recta horizontal que corta

hace en un solo punto. al grafico en mas de un punto
figura 4.1 figura 4.2

Si una funcién f: A — B es inyectiva, se puede definir una funcién ¢ desde su rango que
traiga a los puntos de regreso. En efecto, dado y € Rgf, existe = € A tal que f(z) =y. Pero
por la inyectividad ese x es tnico. Se definira entonces ¢ (y) = z. La funcién ¢ asi definida
se llamard la inversa de f. y su dominio serd Rgf. Ya que ¢ trae de regreso a x hasta su
sitio de partida, aplicar sucesivamente la funcién y su inversa da un resultado inocuo. Esto es,

gof(z)=x y fog(y =y (2)

Es clara la simetria de roles de f y ¢. La condicién de ser inversa es reciproca.y se caracteriza
por las relaciones (2).

Definicién 2. Dos funciones f: A— B y g: B — A son inversas una de la otra
si

gof(r) = = para x€Ay
fogly) = y para yeB.

Para indicar esta situacién se usars la notacién g = f~1.
Una manera alternativa de expresar el hecho de que ¢ es la inversa de f es la siguiente:
y=f()=z=9(). (3)

Ejemplos.

3

1. La funcién f (z) =z es inyectiva y admite una inversa: g (z) = /.
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2. La funcién f (z) = 2 no es inyectiva. Cualquier recta horizontal y =7 con r > 0

corta a la pardbola y = 22 en dos puntos. Sin embargo se habla de la rafz cuadrada de
x si x> 0. Lo que ocurre es que la restriccién de f al intervalo [0,+00) sf es inyectiva
y g(x) =+/x es su inversa:

\/ﬁ:x, (\/5)2:33, x> 0.

Decir "f es inyectiva en A" es mas comodo que decir "la restriccién de f al conjunto A
es inyectiva".

Definicién 1 bis. La funcién f es inyectiva en el conjunto A si

(21,22 € A A f(z1) = [ (22)] = 21 = 72

Entonces, dada una funcién cualquiera, buscando un adecuado subconjunto del dominio
donde ella sea inyectiva, se puede obtener una inversa.

Teorema 1. Si f es inyectiva en el conjunto A, su restriccién f|, tiene una
inversa ¢: f (A) — A. Es decir, una funcién ¢ con dominio en f(A) tal que

g(f(x)) =2, para x€ Ay f(g(x)) ==, para x€g(A).

Veremos a continuacién algunos criterios para encontrar subdominios de inyectividad.

Una funcién estrictamente monétona es inyectiva: f (z1) = f (z2) = x1 = z2. En efecto,
si fuera x1 # 9, habria entre ellos una desigualdad que, siendo f estrictamente monétona,
conservarfa o invertirfa, pero no convertirfa en igualdad.

De modo que los intervalos de monotonfa que aprendimos a calcular en el capitulo 3 son
buenos subdominios de inyectividad que permitirdn encontrar funciones inversas parciales. La
figura 4.1. muestra el grafico de una funcién inyectiva en R — {1} que no es monétona en ese
conjunto. Pero si el conjunto es un intervalo y la funcién es continua, la monotonfa estricta es
también condicién necesaria para la inyectividad. La idea de la demostracién es simple: si una
funcién continua sube y baja dentro de un intervalo, como por Bolzano toma todos los valores
intermedios, deberd pasar dos veces por el mismo punto. Escribir una prueba exhaustiva es
mds complicado y se deja como ejercicio (ejercicio 37).

Teorema 2. Una funcién continua es inyectiva en un intervalo si y sélo si es
estrictamente mondétona en él.

Por supuesto, las funciones y los dominios que mé&s nos interesan son las continuas y los
intervalos. Por lo tanto el criterio de monotonia toma mucho valor a la luz del teorema 2.

Dada una funcién continua y encontrado un intervalo A de monotonia estricta (o sea de
inyectividad), nos interesard conocer el dominio de la funcién inversa de la restriccién f|,. El
teorema 1 dice que ese dominio es f (A). Pero el teorema de Bolzano - Weierstrass (teor. 3 del
capitulo 3), asegura que en estas condiciones f(A) es un intervalo. Siendo f monétona, los
extremos del intervalo f (A) serdn las imédgenes de los extremos del intervalo A. En el mismo
orde si f es creciente, o invertidos si f es decreciente.

Teorema 3. Si la funcién f : [a,b] — R es continua y estrictamente monétona
entonces existe su inversa f~! con dominio en el intervalo [f (a), f (b)]".

Si f:[a,b) = R es continua y estrictamente monétona y ademds lim, ;- f (z) =
+00 entonces existe f~! con dominio en el intervalo [f (a),400)*.
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Capitulo 4. Funciones inversas

Anélogo resultado vale cuando el limite infinito se produce en el extremo izquierdo
del intervalo o en ambos.

Demostracién: Sélo habria que probar la segunda afirmacién (la primera esté en
el parrafo que precede al teorema). Si, por ejemplo, f es estrictamente creciente
en [a,b) y lim, ,,~ f(z) = 400, no cabe duda de que Rgf C [f (a),+00), porque
no puede ser f (z) < f(a) paraun x > a. La inclusién inversa [f (a), +00) C Rgf
estd probada en el ejemplo 2 de la seccién 3.4.1

Ejercicios.
1. Averiguar acerca de la inyectividad de las siguientes funciones en sus dominios naturales:

- y=az?+bzr+c con a#0

2- y=al+ax+0b con a>0
3- y=a34ar+b con a <0
4y =88

5.- y=sinx 6.- y=tanzx

2. Elegir un intervalo donde la funcién dada sea inyectiva.
1) y=a2—4x+4 2) y=sinzx
3) y=cosz 4) y=tanz

3. A continuacién se da una serie de pares f— I funcién-intervalo. Probar que cada funcién
f es inyectiva en el intervalo I y hallar el dominio de la inversa de f|;.

1.- 3z — 23 en [—1,1] 2- 2% -3z en [—1,1]

3.- 22:35 en [5,+00) 4.- 22:35 en (3,5]

5.- 9;2:35 en [1,3) 6.- 9;2:35 en (—o0,1]
7.- tanz en (—%,%)

4. Mostrar una funcién mondtona en un intervalo que no sea inyectiva. Una inyectiva que
no sea monétona. Una funcién mondétona pero no estrictamente...; Puede ser inyectiva?

Es interesante ver la relacién existente entre los gréficos de un par f, g de funciones inversas.
Si uno acepta que la variable independiente de la funcién g se mueva por el eje de ordenadas
y la dependiente por el de absisas, el mismo gréfico de f sirve de grédfico a g. Pero ese no es
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4.1. Definicién de funcién inversa

el caso. Queremos ver el grafico de g en el mismo sistema de coordenadas que el de f. O sea:
un punto (a,b) € Gr g siy sélosi b= g(a). Entonces, de acuerdo con la relacién (3),

(a,b) e Gr g<—=b=g(a) <= a=f(b) < (b,a) € Gr f.

Esto significa, de acuerdo con lo sefialado en el apartado "simetrias" de la seccién 1.3. que
Gr f y Gr f~! son conjuntos simétricos respecto de la diagonal d.

yﬂ

y=/"(x)

v

y=f(x)

figura 4.3

Con respecto al problema de encontrar explicitamente una férmula para la funcién inversa
de una dada funcién f, nétese que resolverlo es resolver una ecuacién. Es "despejar" z en
la relaciéon y = f (z). Y esto s6lo se podrd hacer en algunos casos. En otros, el teorema 3. es
un teorema de existencia de la funcién inversa, la cual, por cierto, es tnica. Eso nos permite
ponerle nombre y saber sus propiedades, pero no tenemos en general una expresién sencilla
para ella con operaciones algebraicas sobre funciones conocidas. Calcularemos sus valores con
calculadoras u ordenadores.

Ejemplos:

1. Las funciones homogrificas
ar +b
) = 4
fl) =2 (1)
con ad—cb # 0, tienen inversa. A pesar de no ser monétonas, son inyectivas en su dominio
(R— {—%l}) La inversa estd definida en R — {2} y es fdcil obtener una expresién para
ella despejando z en (4)

_ —dy+b
ey —a

)

2. Como ya se dijo en el ejemplo 3 de la seccién 3.4, las potencias n—ésimas [ (x) = z"
son continuas y crecientes en [0, +00) y, de acuerdo con el teorema 3, tienen una inversa
g(z) = Yx = . Las inversas de funciones crecientes son crecientes (Ejercicio 36) ast
como las composiciones. Lo mismo vale para las decrecientes. De manera que las funciones
potenciales con exponente racional tienen inversa en (0,400): Si el exponente es positivo
por estrictamente crecientes y si es negativo por estrictamente decrecientes. La inversa de
T es xm.
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Capitulo 4. Funciones inversas

3. Las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente no son inyectivas y hay que elegir
intervalos de monotonia para tener una inversa.

_r z
2 @ * L 32
z 0 _r
2 2
fig. 4.4.a. y=sinx fig. 4.4.b. Y = COoST fig. 4.4.c. y=tanx
Para el seno se elige el intervalo [—%, %], donde la funcién es estrictamente creciente.
Como sin(—%) =—1 y sin(5) =1, resulta sin ([-%,%]) = [-1,1]. Entonces, existe
una funcién o
-1
1,1 [——, —]
sin [ | — )
tal que
sin™! (sinz) = =z, —g <z < g (5)
sin (sin™! (z)) =, —-1<z<1.

Es costumbre llamar a esta funcién indistintamente sin™! o arcsin (arco seno). Su grafica

se muestra en la figura 4.5., junto con la del seno para observar la simetria respecto de la
diagonal

fig 4.5. sinz y arcsinz

Con similar criterio se definen las funciones
arccos : [—1,1] — [0,7], (6)

T
arctan : (—o0,+00) — <—§ —) ,
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inversas, respectivamente, del coseno y la tangente, caracterizadas por las relaciones

arccos (cosz) = =z, 0 <z <. cos (arccosz) =z, —1 <z <1. (7a)
s T
arctan (tanz) = =z, — 5 <T<5 tan (arctanx) =z, = € R. (7b)
4. Valores exactos de las funciones trigonométricas inversas se obtienen en los mismos casos
en que razonamentos geométricos permitieron calcular valores exactos de las funciones
trigonométricas (ejercicio 40 del capitulo 1). Para valores aproximados se usa la calcu-
ladora. Y muchas veces, no se trata de calcular. Las funciones trigonométricas inversas se
definen por las relaciones (5)-(7) y esa es la herramienta que se debe usar. Por ejemplo,
calcular sin (arccosz), para —1 < x < 1. Como 6 = arccosz € [0,7], sind >0 vy, en
consecuencia, sin = v/1 — cos? 0. Entonces
sin (arccos z) = /1 — cos? (arccos z) = \/1 — [cos (arccos z)]* = /1 — a2.
5. En la misma linea del ejemplo anterior, supongamos ahora que debemos simplificar la
expresién arccos (sinf), para —% < 0 < . Buscamos alguna identidad que transforme
a sinf en un coseno. Por ejemplo, sinf = cos (% — ) Ahora, usando (7),
T T
arccos (sin §) = arccos <cos (5 -0 ) =5~ 0,
sies que 0 < 3 —6 <, condicién que equivale a —5 <6 < 7.
Ejercicios.
5. Hallar inversas de las siguientes funciones. Esto es:
e Si es inyectiva encontrar el rango y una expresion para su inversa.
e Si no es inyectiva encontrar un subdominio de inyectividad y resolver como en el
punto anterior para la restriccion.
1.-y:%f—j12 2- y=x2",reQ,r#0
o _ 1
3.- = =sin (6 — 6y) 4- y=x+ 3
6. (a) Calcular arco seno y arco coseno de los siguientes nimeros:
1 V2 V3
0;+1; = +—; +—.
T2 2 2
(b) Calcular arco tangente de los siguientes nimeros:
V3
0; 41 £ +v/3.
7. Calcular:
1.- arcsin(sin %’r) 2.- arccos (Cos 37“) 3.- arctan (tan 2?“)
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8. Trazar graficos aproximados de y = arccosz y de y = arctanzx.

9. Calcular:

(a) cos(arcsinx).

(b) cos (arctanx). Sugerencia. Usar el ejercicio 52.2 del capitulo 1.

4.2 Derivada de la funciéon inversa

La continuidad de una funcién se refleja en su gréafico, que se puede dibujar "de un solo trazo".
La derivabilidad, también se refleja en el grafico, que acepta tangente no vertical en cada
punto. Si una funcién admite inversa en un intervalo, siendo que el grafico de la inversa es
la reflexién de su gréfico sobre la diagonal, esta inversa tendra las propiedades de continuidad
y derivabilidad de la funcién original .Salvo que hubiera una tangente horizontal, que con la
reflexién se convertirfa en vertical. Una funcién f derivable en un intervalo no podré tener
inversa sin ser estrictamente mondétona (teorema 2) y, en este caso, serd f' >0 o f' <0
en todo el intervalo. Si queremos que la inversa mantenga derivada finita, deberemos excluir
la posibilidad f’ = 0. En consecuencia, nuestro conocimiento acerca de la regularidad de la
funcién inversa se compendia en el siguiente enunciado.

Teorema 4. Si la funcién continua f en el intervalo [a,b] admite una inversa
g, la funcién ¢ es continua en su dominio [f (a), f (b)]". Si f es derivable en
(a,b) con f' estrictamente positiva o estrictamente negativa en todo el intervalo,

entonces existe la inversa g que también resulta derivable en (f (a), f (b))*.

Para el cédlculo de la derivada de la inversa, se acude a la regla de la cadena. Como f y g¢
son inversas, f (g (y)) =y. Derivando respecto de y,

de donde

Ejemplos.

d 1 1
n y — — — —
W on(ym)"T oy
Es decir,
d 1 1 _na 1 14
d_ n — —y n = —yn
Y n n
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2. De acuerdo con el resultado anterior y volviendo a usar la regla de la cadena,

dxn _ d my\ % _ Lo myi-1 m—1 _ M m(l—l)-‘r(m—l)
= (@) = = ) = D -
Y como )
resulta

m
drm»  m m_y
= —XIrn
dx n

Esto es, la regla conocida para exponentes enteros,

r
dZL‘ _ ,rl,r—l

de

es vdlida también para exponentes racionales.

3. La funcién arco coseno. Restringiéndose al intervalo (0,7) la funcién cos tiene derivada
negativa. Su inversa arccos es derivable en (—1,1). Aplicando la regla de la cadena en

(7),

— cos (arccos x) = 1 = — sin (arccos z) 7 Arecos T = 1.
x

dx
De acuerdo con el célculo efectuado en el ejemplo 4 de la seccién anterior, entonces,
d -1
— arccos T = —. 9
. — (9)

4. La funcién arco seno. Restringiéndose al intervalo (—m,7) la funcién sin tiene derivada
positiva. Se deduce que su inversa, arcsin, es derivable en (—1,1). Aplicando la regla de
la cadena a la identidad (5)

d d
— sin (arcsinz) = 1 = cos (arcsin z) - . arcsinz = 1
x

dx
Usando que cos (arcsinz) = v/1 — 22. (ver ejercicio 8.a.),

1
— arcsine = ——— (10)

dx V1—22

5. La funcién arco tangente. La funcién tan tiene derivada positiva en el intervalo (—%, %)
Su inversa, arctan, es derivable en (—o00,+00) Derivando con la regla de la cadena en

(7),
1

—————— - —arctanz =1
cos? (arctanz) dx

Para continuar, se debe recordar que cos (arctanx) = \/11+7 (ejercicio 8.b.). Por lo tanto,

-1
cos? (arctan )

=1+ 22. Luego,
1
1+ 2?2

(11)

— arctanx =
dx
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Ejercicios.

10. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

a) arctan./z b) arcsinx + arccos
c) xarcsinx d) arctan (sin 2x)
11. Calcular 4 .
——arcsinx| _ ——arcsinz| .3
dx }xf() dx |x732£
L arccos x’ L arctan x‘
dz T=— % dx =3

12. Un aeroplano a una altura de 1400 m vuela horizontal y directamente alejandose de un

observador. Cuando el dngulo de elevacién es 7, el dngulo estd decreciendo a razén de

0.05 rad/seg. {Con qué rapidez estd volando el aeroplano es ese instante?.

4.3 Funcién Exponencial

Dado un niimero real a > 0, conocemos el significado de la expresién a® si z es un nimero
racional. Es decir, la funcién x +— a® estd definida para x € Q. Usando que todo nimero real
se puede aproximar por sucesiones de racionales, un procedimiento de paso al limite permite
extender la funcién z — a® a todos los valores reales de la variable . Tal construccién seria
poco interesante actualmente. Ademds, en otro capitulo, presentaremos un camino alternativo
para la definicién de potencias de exponente real. De modo que por ahora aceptaremos que
existe una funcién f : R — (0,4+00) dada por f(z) = a¥, y que goza de las propiedades que
iremos enunciando. Ellas son, en general, la extensién de las propiedades ya conocidas para
potencias de exponente racional.

1) a*t¥ = a®.a¥
m . .., .
2) a» = /a™, coincidiendo con la definicién anterior.

3) (a®)¥ = a®¥.

Sefialamos que de 2) se desprende que a® =1 y que a' = a, dos datos titiles para graficar
y=a®.

Estudiemos la diferenciabilidad de f.
ax—‘rh _ .z az(ah _ 1)

lim L lim ————= = lim
P h e h TR

La existencia de este ultimo limite es la cuarta propiedad que admitiremos sin demostracion:
: : al—1
4) Existe limp_o 45— = C,.
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Nétese que C, = %a:‘}mzo. Admitida la diferenciabilidad en el origen, entonces, queda
probada la diferenciabilidad en todo punto
d

%a“ = Cua”. (12)

Para exponentes racionales positivos es sabido que (ver ejemplo 2 en la seccién 4.1.)
l<a<b=1l<ad'<b", h>0heqQ.

Luego,
0<ah—1<bh—1
h h

Dejando tender h hacia 07 a través de los racionales, se concluye de 4) que

0<C, <y

DeC, >0y %a‘” = C,a”, se deduce que a” es creciente. Y de C, < C} sigue que la
derivada en el origen de la funcién exponencial es més grande cuando mayor es la base a. Si

; 2 .
calculamos la derivada segunda, %aw = C2a", vemos que a® es convexa. Luego (ejercicio
30, cap.3)
lim a® = 400
T—+00
Ademds,
. * . =z . 1 1
Iim ¢*"= lim ¢*= lim —= —m— =
T——00 z—+00 z—too a®  limg_, o0 aF

Con estos elementos, se puede trazar la grafica de y = a®. Lo hacemos paraa =2 y a = 3.

fig. 4.6.

En la préxima seccién se verd un método que permita calcular los valores de cualquier
funcién exponencial a® conocidos los de otra, b*. Hemos visto que, si a < b, resulta
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Capitulo 4. Funciones inversas

Cy < Cy.. A las exponenciales a® con a < 1 corresponden valores de C, < 0. El valor
C, = 0 corresponderia a la exponencial impropia 1%, que es una constante.

Por la convexidad de la funcién a®, se pueden deducir un par de acotaciones rapidas para
Cy y Cs. Si ( eslarecta tangente en 0, sabemos que ¢ (x) < a® para z # 0. Entonces,

a = 2: ((1)=Cr+1<2=2"'=Cy<1

1 1 1 1 1
= 3: b|——==—"=-C3+1<—==38=C3>8(1——]=x1.026>1
@ (8) st T ’ < \8/§>

o

v

1 X
y=2" ; y=Cyx+l

fig. 4.7

Si C, crececon a,y Cy <1< (s, es de esperar que haya algin nimero,digamos e, entre
2y 3 tal que C. = 1. En efecto asi es, y esa serd nuestra quinta suposicién:

5) Existe un nimero real e tal que C. = limy_, Lh_l =1
Esto implica que
d d
—e’ =¢", —e” =1 (13)
dx dr  |,_g

El lector puede buscar el nimero e en su calculadora y comprobar que e =2 2.72.

La funcién e® es la exponencial natural y se denota también e* = expz. En general
se trata de referir a ella todos los asuntos atinentes a funciones exponenciales. Resumimos sus
propiedades para tenerlas a la mano:

1. 1Y =% . ¥

T T

., . . . . n
4. exp es una funcién infinitamente diferenciable. di—ne =e”.
5. exXp es creciente y convexa.

6. lim e* =0, lim e* = +o0.
T——00 Tr——+00
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Ejercicios.
13. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

1) arctan e” 2) esin2e 3) 1/e* 4) ef
5) tan(e®) 6) 1/ (sine”) 7) etane 8) arcsin (e* + x)

14. Hallar la ecuacién de la recta tangente de

1) y=€*, en z=1 2) y=a%"2 en x=1

15 (a) Trazar las gréficas de y = 2% y de y = 3" en un mismo esquema.

(b) Trazar las graficas de y = (%)‘r yde y= (%)x Sugerencia: Observar que (%)z =a

—T
y usar una reflexién sobre el ejercicio anterior.

16. Hallar la ecuacién de la recta tangente al gréfico de y = e* en el punto (xg,e™).

Encontrar el valor xg que hace que esa recta tangente pase por el origen.

17. Ejercicio 14: Probar las siguientes desigualdades, validas para = > 0.
1) 1<e” 2) 1+zx<e” 3) 1+:z:+“‘—22<ex

Utilizar estas desigualdades para probar que e > 2, 5.

4.4 Funcién Logaritmica

Como exp : (—oo0,00) — (0,00) es estrictamente creciente y diferenciable, tiene una inversa
que llamaremos logaritmo natural

In: (0,00) — (—00,00),
también estrictamente creciente y diferenciable. caracterizada por:

enr = g, 0<z <400 (14a)
Ine®* = =z, —00 < x < 400 (14b)

La inyectividad del logaritmo y de la exponencial, combinadas con (14) son la herramienta
para probar propiedades que el logaritmo hereda de su inversa. Esto se hace bajo el principio

A=B& et =ef o Ind =B,
usando lo que mds convenga en cada caso. Por ejemplo, para probar que
Inuv = Inu + Inv,

conviene probar que

elnuv elnu—l—lnv

i
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Inu+lnv _ elnu . elnv = uw,

que es equivalente. Ahora bien: €™ = yv por (14a), mientras que e
nuevamente por (14a).
De manera similar,

Inu’ = vinu
pues
v
explnu’ = v’ mientras "™ = <eln“> =u".

La derivada de In, sabido que existe, se calcula, por ejemplo, derivando ambos miembros de
(14a) con respecto a x:

d dx 1 1
— e = 2 o =1 = Infr = = = =
dx dx enr g
. . 2 ,
En particular, In’l = 1. Con respecto a la segunda derivada, %lnx = —x—lg < 0. In es céncava.
Ms3ds propiedades:
& = 1=In1=0
lim ¢ = 0= lim Inz=-c
T——00 z—0+
lim ¢ = oo= lim Inz=o00
T—+00 T—+00

Con estos datos es fécil trazar un grafico aproximado de y =Inz que, por otra parte, serd
la reflexién del gréfico de y = e® respecto de la ”diagonal” y = .

fig. 4.8

Recordando que Iny solo estd definido para valores positivos de y, si f(z) > 0 para
todo x, se puede hacer la composicién y derivar
d _ (@)

%ln (f(z) =

Esta observacién vanal es muy ttil en situaciones como la siguiente.

En muchos procesos hay una variable cuya razén de cambio en un instante dado es propor-
cional al valor de la variable en ese instante (tamafio de una colonia de microorganismos, masa
de una sustancia radioactiva). Esto da origen a la ecuacién diferencial

dy

= ky obien f'(x)=kf(z)
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Para encontrar una solucién, si f > 0, resulta

/' (@)
f(x)

Si esto ocurre en un intervalo, el teorema de unicidad asegura que existe una constante ¢ tal

d
=k 6, lo que es lo mismo, d—lnf (x) = k.
x

que
Inf () =kx+ec.

Tomando exp en ambos miembros,
f (x) _ ekx+c _ ec'ekac _ Celcx7

llamando C = e€. Veremos que la suposicién f > 0 es innecesaria.

Teorema 5. Si f satisface en un intervalo la ecuacién diferencial

f' (@) =kf (z),
entonces existe una constante C' tal que
. kx
flz)=Ce

en ese intervalo.

Demostracion. Consideramos la funcién ¢ (z) = J; Sfj) Diferenciando,

F () ekt~ kf (@) 1

q (z) = o2k = ok [f/ (z) —kf (33)} = 0.
Luego ¢ es constante en el intervalo. Esto es, existe C' tal que J; Sﬁ) =C, o sea,
f(z)=Ce* m

La reduccién de funciones exponenciales de base positiva (distinta del) cualquiera a la
exponencial natural se hace con ayuda del logaritmo. Si a > 0,

a® = exp (Ina®) = e*ne,
Es conveniente pensar que nunca se hablé antes de la exponencial de base a y que esta es su
definicién. Podriamos entonces calcular su derivada

d
—a® = ¢"™ng = ¢”Ina.

dx
Con esto venimos a descubrir que, el misterioso limite que daba la derivada de la exponencial
de base a en el origen no es otra cosa que el logaritmo de a.

d

X
= —aq
dzx

Ca

= Ina.
x=0

Ejercicios.
18. Probar que Iny =Inu—Inv

19. Calcular %ln]w!
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Trazar las gréficas de y =lnx y de y =2 — 1 en un mismo esquema.

Se sabe que la funcién y = a® es solucién de la ecuacién diferencial Z—Z = ky. Encontrar

k en funcién de a.

Encontrar una expresién para log,z en funcién de Inz y de Ina. (Sugerencia: partir de
la identidad @'°%a® =z y aplicar In miembro a miembro).

Calcular %loga x.
Graficar, en un mismo esquema, log,z, logsz y Inx.
Probar que Inz <z —1 paratodo z > 0.
Despejar = en las siguientes ecuaciones:
a) 2 =28 b) 3.2% =¢°

¢) 10e? =2 d) log(z+5)=3

Resolver los siguientes problemas:

2) f'(z) =3f () b) {f’(@‘)—%f(ﬂ?)
@~ 2@ 0
"(z) = =2f (z y +2y =

) {f’(()):4 d) {y(O):l

Los procesos de desintegracion de sustancias radiactivas, si f () representa la masa
de la sustancia en el instante ¢, obedecen a la ecuacién diferencial f’ (t) = K f (t), para
alguna constante K < 0.

Sea f (t) = 10e? para alguna constante K. Hallar K sabiendo que f (%) =2.
f(t)=Ce?. f(2) =5. Calcular C.

En un millén de afios, un gramo de radio se redujo a 01 gramo. ;Cudl es la férmula que
da la razon de desintegracién?

El azucar se disuelve en el agua a razén proporcional a la cantidad atin no disuelta. Si
13,6 kgr se reducen a 4,5 kgr en 4 horas ;Cudndo se disolvera el 95% del azicar?

Los procesos de crecimiento no inhibido de poblaciones responden también a la ecuacién
diferencial f’(t) = K f (t), ahora con la constante K > 0. Aqui f(¢) es el tamafo de
la poblacién en el instante t.

;Cuédnto tiempo pasard antes de que 1.000.000 de bacterias aumenten a 10.000.000, si
tardan 12 minutos en aumentar a 2.000.0007
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4.5. Complementos

Complementos

Ejercicios

33.

34.

35.

36.

*37.

En cada uno de los siguientes ejercicios, restringir el dominio de f a un intervalo de modo
que la funcién inversa g esté definida en un intervalo que contenga al punto indicado, y
hallar la derivada de la funcién inversa en el punto indicado.

() =23 + 1. Hallar ¢’ (2)
()=(x—1)(x—2)(z—3) Hallar ¢’ (6)
(z) = sin 2z Hallar ¢/ (§>
(z) = 52® + L. Hallar ¢/ (11)

Probar que:

(a) Yo ® inyectiva = & inyectiva.

(b) o ® sobreyectiva —> W sobreyectiva.
(f: A— B es sobreyectiva si Rg f = B)

Sean ®: A— By ¥: B — A dos funciones tales que Wo® =1idy (idg (z) =z, Vz € A.
Es la funcién identidad). Probar que las siguientes tres proposiciones son equivalentes:

(a) ®o VU =idp (estoes, ¥ =01
(b) ¥ es inyectiva.

(c) @ es sobreyectiva.

Probar que la inversa de una funcién creciente es creciente.

Este ejercicio constituye una demostraciéon de que una funcién inyectiva y continua en un
intervalo debe ser estrictamente mondétona.

(a) sien el intervalo hay tres puntos a < b < ¢ tales que f(a) < f(b) > f(c) o bien
f(a) > f(b) < f(c) entonces f no es inyectiva (Usar el teorema de Bolzano).

(b) Dado cualquier punto a en el interior del intervalo, se da una de las dos circunstan-
cias siguientes:

L z<a=f(x)<f(a)]AN[z>a= f(z)> f(a)

. [z<a= f(x)> fla)|AN[z>a= f(z)< f(a)].
(c) En el caso (b) i. f es creciente y en el caso (b) ii. f es decreciente. Por ejemplo
en el caso i., habrd que demostrar que = <y = f(z) < f (y). Para ello se deberén

analizar todos los casos =z <y < a,z < a < y,a < z < y,dos de ellos a la luz del
resultado (a).

Notas
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1. Continuidad de la inversa. Si la funcién continua f tiene inversa en un intervalo I,
que es lo mismo que decir que es inyectiva, ella es estrictamente monétona (ejercicio 37)
y también lo serd entonces su inversa (ejercicio 36). Por lo tanto, la inversa f~! = g sélo
podria tener discontinuidades de salto (7% propiedad del limite, notas al final del capitulo
3). Entonces, suponiendo por ejemplo que f y g son estrictamente crecientes, si g no
fuera continua, deberfa existir un punto ¢ € J = f(I) en el cual uno de los dos limites
laterales no coincide con el valor de la funcién. El razonamiento en ambos casos es igual,
de modo que supondremos que ¢ = lim,_,.- g(y) < g(c) (ejercicio 27.b. en cap. 3).
Entonces, la funcién ¢ no toma valores en el intervalo no vacio [/, g (c)). En efecto, de
acuerdo con el ejercicio 27.c. del capitulo 3, para y < ¢ es ¢(y) < ¢; y por la mera
monotonfa, para y > ¢ resulta ¢ (y) > g(c). De modo que, por una parte, [¢, g (c)) C I,
mientras que por otra [¢,g(c))Ng(J) =, siendo g (J) = I. Esto es una contradiccién.

2. Derivabilidad de la inversa. Un teorema formal sobre derivabilidad de la funcién
inversa deberia intentar cubrir la situacién m&ds amplia posible, no poner hipétesis de
md&s. Pero por lo menos habra que asegurarse de que f tenga inversa y sea derivable
en un intervalo I. Si es derivable, f serd automdticamente continua y, entonces (nota 1)
serd estrictamente monétona. Como f’/ no deberd anularse porque entonces la tangente
de la inversa serfa vertical, siendo f monétona f’ deberd tener signo constante en I. El
lector podra encontrar teoremas aparentemente mas generales, pero no cubren mas casos
que el siguiente enunciado:

Una funcién f derivable en un intervalo I tiene inversa siy sélosi f/ >0 (6 f' <0)
en . En ese caso, si llamamos ¢ a la inversa, ella es derivable en J = f(I) y

Lo
g (y)ff’(gw))'

Ya sabemos por la nota 1 que ¢ es continua. Sélo falta calcular su derivada. Para ello
se ha de considerar el lfmite del cocinte incremental

lim gy +k) —g(y)‘
k—0 k

(15)

Llamando z:=g¢(y) vy h:=g(y+k)—g(y), el numerador en (15) se convierte en h
mientras que el denominador se calcula facilmente en el nuevo lenguaje:

r = gy)=y=/f(z),
h = gly+k)—gy)=gly+k)=z+h=y+k=f(r+h)
k = y+k—k=f(z+h)—f(z).

De modo que (15) se transforma en

i h
ko0 f (@ + h) — f (2)

(16)

Ahora bien, como f es inyectiva, f (z + h) — f (z) sélo se anula para h = 0. De modo

que la funcién
h

—
f@+h)—f(x)
es continua y vale f’%x) en h = 0. Por otra parte, la continuidad de g, que ya conocemos,
asegura que

i%hzllg%[g(y+k)—g(y)]=0~
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Entonces, de acuerdo con la propiedad 6 del limite,

h 1 1

S TET @ T@ e
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