Practico 4: Funciones inversas

1. Averiguar acerca de la inyectividad de las siguientes funciones en sus dominios natu-
rales:

1- y=ar®>+br+c con a#0
2- y=a3+ar+0 con a>0

3- y=2>+axr+b con a<0

__ ax+b
4-y =
5.- y=sinx 6.- y=tanx

2. Elegir un intervalo donde la funcién dada sea inyectiva.
1) y=2>—4x+4 2) y=sinz
3) y=-cosz 4) y=tanzx

3. A continuacién se da una serie de pares f — [ funcién-intervalo. Probar que cada
funcién f es inyectiva en el intervalo I y hallar el dominio de la inversa de f|;.

l- 3z—2% en [-1,1] 2- 22 —=3x  en [-1,1]

3.- "’f:?f’ en [5,+00) 4.- "’f:?f’ en (3,5

5o Z=2  en [L,3) 6- 2= en (—o0,1]
7- tanz  en (—%,%)

4. Mostrar una funcién monétona en un intervalo que no sea inyectiva. Una inyectiva que
no sea monétona. Una funcién mondtona pero no estrictamente...; Puede ser inyectiva?

5. Hallar inversas de las siguientes funciones. Esto es:

e Si es inyectiva encontrar el rango y una expresiéon para su inversa.

e Si no es inyectiva encontrar un subdominio de inyectividad y resolver como en el
punto anterior para la restriccién.

-y =322 2- y=a",r€Q,r #0

3.- x=sin(0 —0p) 4- y=o+1



10.

11.

12.

13.

(a) Calcular arco seno y arco coseno de los siguientes nimeros:

0:£1; £ iﬁ; L3
2 Ty Ty

(b) Calcular arco tangente de los siguientes nimeros:

0: +1: i?; ey

Calcular:
1.- arcsin(sin %) 2.- arccos (cos 37”) 3.- arctan (tan %’T)
Trazar gréficos aproximados de y = arccosxz y de y = arctanx.

Calcular:

(a) cos (arcsinz) .

(b) cos (arctanz). Sugerencia. Usar el ejercicio 52.2 del capitulo 1.

Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

a) arctan./x b) arcsinx + arccos x
c) xarcsinx d) arctan (sin 2z)
Calcular . 4
Larcsinz| L arcsinw| _ N
< arccos x| < arctan x|
dx x:—ﬁ dx :c:\/§

2

Un aeroplano a una altura de 1400 m vuela horizontal y directamente alejandose de
un observador. Cuando el dngulo de elevacién es 7, el dngulo estd decreciendo a razén
de 0.05 rad/seg. ;Con qué rapidez estd volando el aeroplano es ese instante?.

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
1) arctan e” 2) esin2e 3) 1/e” 4) e*
5) tan(e®) 6) 1/ (sine”) 7) etane 8) arcsin (e* + x)
Hallar la ecuacién de la recta tangente de
1) y=¢€*, en z=1 2) y=2%"% en z=1

(a) Trazar las graficas de y = 2% y de y = 3" en un mismo esquema.
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(b) Trazar las graficas de y = (3)* y de y = (2)”. Sugerencia: Observar que (1)” =

a~ % y usar una reflexién sobre el ejercicio anterior.

Hallar la ecuacién de la recta tangente al grafico de y = e* en el punto (xg,e™).
Encontrar el valor x5 que hace que esa recta tangente pase por el origen.

Ejercicio 14: Probar las siguientes desigualdades, validas para x > 0.
1) 1<e” 2) 14z <e” 3)1+x+§<ef‘

Utilizar estas desigualdades para probar que e > 2, 5.

Probar que In? =Inu—Inv

Calcular Lln|z|

Trazar las graficas de y =Ilnz y de y =x — 1 en un mismo esquema.

Se sabe que la funcién y = a” es solucién de la ecuacién diferencial % = ky. Encontrar
k en funcién de a.

Encontrar una expresién para log, z en funcién de Inz y de Ina. (Sugerencia: partir
de la identidad @'°®® = 2y aplicar In miembro a miembro).

Calcular d% log, .

Graficar, en un mismo esquema, log, z, logsx y Inz.
Probar que Inx <z —1 paratodo x > 0.

Despejar = en las siguientes ecuaciones:

a) 29 =8 b) 3.27 = ¢
c) 10ez =2 d) log(z+5)=3

Resolver los siguientes problemas:

o [F@=3f@ 7@ =3@)

f(0)=2 f(In8) =16
) ['(x) = =2f () d) 3y +2y=0
f1(0) =14 y(0)=1

Los procesos de desintegracién de sustancias radiactivas, si f (t) representa la masa
de la sustancia en el instante ¢, obedecen a la ecuacién diferencial f’ (t) = K f (t), para
alguna constante K < 0.

Sea f(t) = 10e? para alguna constante K. Hallar K sabiendo que f (%) = 2.
f(t)=Ce*. f(2)=5. Calcular C.
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En un mill6n de anos, un gramo de radio se redujo a 01 gramo. ;Cudl es la férmula
que da la razén de desintegracién?

El azucar se disuelve en el agua a razén proporcional a la cantidad atin no disuelta. Si
13,6 kgr se reducen a 4,5 kgr en 4 horas ;Cudndo se disolverd el 95% del azicar?

Los procesos de crecimiento no inhibido de poblaciones responden también a la ecuacion
diferencial f’(t) = K f (¢), ahora con la constante K > 0. Aqui f(¢) es el tamano
de la poblacién en el instante t.

. Cudnto tiempo pasara antes de que 1.000.000 de bacterias aumenten a 10.000.000,
si tardan 12 minutos en aumentar a 2.000.0007

Ejercicios complementarios

En cada uno de los siguientes ejercicios, restringir el dominio de f a un intervalo de
modo que la funcién inversa g esté definida en un intervalo que contenga al punto
indicado, y hallar la derivada de la funcién inversa en el punto indicado.

a) f(r)=a23+1. Hallar ¢’ (2)

b) f(x)=(x—1)(z—2)(z—3) Hallar ¢’ (6)

c) f(z)=sin2x Hallar ¢ @)

d) f(z)=5z%+1. Hallar ¢’ (11)
Probar que:

(a) Wod inyectiva = P inyectiva.
(b) W od sobreyectiva = W sobreyectiva.
(f: A— B essobreyectivasi Rg f = B)

Sean ®: A— B y ¥:B— A dos funciones tales que Wo ® =idy (ida(z) =
x, Yz € A. Es la funcién identidad). Probar que las siguientes tres proposiciones son
equivalentes:

(a) PoW =1idp (estoes, ¥ =21
(b) ¥ es inyectiva.
(c) @ es sobreyectiva.

Probar que la inversa de una funcién creciente es creciente.

Este ejercicio constituye una demostracién de que una funcién inyectiva y continua en
un intervalo debe ser estrictamente mondétona.

(a) sien el intervalo hay tres puntos a < b < ¢ tales que f(a) < f(b) > f(c) o bien
f(a)> f(b) < f(c) entonces f no es inyectiva (Usar el teorema de Bolzano).
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(b) Dado cualquier punto a en el interior del intervalo, se da una de las dos circun-
stancias siguientes:

Ljr<a=fz)<fla)]A[zr>a= f(x)> f(a)

. [r<a= f(x)> f(a)]A[zr>a= f(x)< f(a)l.
(c) En el caso (b) i. f es creciente y en el caso (b) ii. [ es decreciente. Por
ejemplo en el caso i., habrd que demostrar que = <y = f(z) < f (y). Para ello

se deberdan analizar todos los casos r <y < a,x < a < y,a < x < y,dos de ellos
a la luz del resultado (a).



